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Versuch 
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einer 



allgeni«inen Theorie 

V der . . 

analytischen Facultäten, 

nach 
,, eiher neuen Bktwickelüngs« Methode ; \ 

vorbcreitetf 

durch einen VeTanch einer critischen 

Untersuchung ' 
tther ' ^ 

die Potenzen, Logarithmen und 
Exponential - Grössen 
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begleitet von Bemerkungen und Srörterungeiiy 

die 

V Theorie der Winkel-Ftmctionen 

betreffend^ 

• Dr. Ät L> Prelle, 

Kdni^l. Preu»s, GcheimciirGbeK- Baurathe^ , 

Fveferes - donc tonjöiurt duu renieignvmeiit les methodet gene- 
ralis , attaches • vx>iu u le» presentor de la maniere la pln« 
•imple, •¥ voua verr^z «n meine cemps qu'elles iont pretqu« 

touionrt les plus facile*. 

^ap lace« 






-Berlin, i 8 a 5. 
Gedruckt und verlegt 
bei 6. Reimer* 
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JLIer Häa{^tgegen«taiid dieses Biicl^f 
sind allgenieixie Entwic^elungexi ^f^. 
eine aUgemein^ Theesrie der anal)^ 
spken Fftcultäten für jedeii beliebigen. 
W^onth des Exponönfcen, Diese Eöt" 
wickehingen sind bis jetzt, strenge, g^ 
jKimmenr erst für den Fall yorbaiiden> ^ 
.wenn die Exponenten ganze Zdlilen« 
.oder "yp"enn die Facultäten, Produete 
^uidiif erenter Fa,ctoren sind. Allge- 
meine Ayisdrücke .^er Facultäten^ für . 
beliebige Exponentepi fehlen n£>ch« 
Man liiidet zwar Anwendungen imiä 
Eri^eiterungen der für Prodncte &qm- 
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differehter Fäctbren vorhandenen Aus- ^ 

drücke auf den. Fall anderer, als ganz-* 
zahliger Exponenten; allein 9 werden 
die Ausdrücke ohne weitem Beweis all«- 
gemein genommen, so ist man bei die- 
sem Verfahren vor der, mit Schlüssen . . , 
vom Besondem auf das Allgemeine v^er- 
bundenen «Gefi^r^ jwi irren, ^ nicht si- 
cher. Sucht man dagegen den üeber- 
gatig zum Allgemeinen 3mi rechtfertigen, 
so muss man, so lange man F^cultäten, 
allgemein für Producte von Factor en 
üSiniöit-f norftwendig auf. grosse/ mrd 
vli^Bfeiäit iihübersTteigliche Schwierig- 
k^^^toäsen/'v^^il Facultäten, mit an- 
d@i^' ;>als gääzz&llligen Exponenten, 
' witk&dt ni^ht- )ft-öducte von. Factoren 
sitiii, ftdtidem d^n Facoltäten die £i- 
g^ätlsbhaf^, Als I^odücte darstellbar zu 
sciUj vielmehr ijiur in dem Falle ganzz^h- 
l%er 5 Exponenten ausschliiesslich , kei- 
neswegs aber allgemein zukommt. Diese 
Sehwierigkeiteü sind hier dadurch zu 
lieben versucht worden, dass die Theo- 
rie, mit ihren Entwickelmigen, gar 
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rScht von besondem Fällen^ Sondern 
gleich ^on ällgemeiiieii Aüsdriicken 
ausge^ und also der missliche Uebeiv 
gäii^ voiji Besondeam zum Allgemeinen ^ 
^ nicht, ^cmdem nur umgekehrt^ der 
flichefe Üebergang Tom AlJ^euieineii 
zuiti ^jßesohdern Statt findet^ 
* :: Als Einleitjong dient dieser Faciiltä'- 
teu^^Theorie , \¥eldie den zweitmi Ab- 
• scfaintt der gegenwärtigen Schrift aus-i 
Wt; eine aHgemeine, auf ähnliÄ^rt 
abj^eiiandelte Theorie der Potenzen; 
Isognithmep. und Exponenti&l-Grösn 
sen, im erstell Abschnitte; Auch bei 
dieser Theorie ist durch eine allgemeiw 
b^e. Behandlung die j enige Schwierig?* 
keit zu heben versucht worden, welche^ 
' bekanntlich bei dem Üebergange vom 
, ».sondern zum Allgemeia«n, auch hier, : 
jbesönders bei dem binomischen Lehr- 
Satze, nicht. minder, gross ist Die ge- 
_ genwärtige Theorie der Potenzen er- 
gab sich aus der Theorie der Facultäten 
Tön selbst., weil Potenzen, im allge* 
ineinsten Sinne, nichts anders sind, 'als 
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FacühätexL, fär den einseUjen, beibiSir 
deren Fall, weondie Differenz derFa* 
cnltät Null ist. Die durch den nc^-. 
wendtgen Zusammenhäng der Poten- 
zen mit den Facultäten herbeigeführte 
Gelegenheit ist benutzt' worden, tim 
Bemerkungen über eine critiscke Be- 
handlung dieser Gegenstände zu ma- 
ehen und eine sYstematisckte Aufstel» 
lung der Entwickelungeu zu versudhen« 
Pen Beschlttss der Schrift machen. 
Um drittel^ Abschnitte, Bemerkungen 
über -den wahren analytischen^Zusam« 
menhang der sogenannten Winkel 
Functionen mit den Potenzen, und ein. 
Versuch, die "bekannten, bei den Aus« 
drüdeen einer beliebigen Potenz eines 
Cosinus oder Sinus durch die Cosinus 
und Sinus der vielfachen Winkel und 
des dosinus und Sinus vielfacher Win- 
kel durch die Cosinus und Sinus der 
einfachen Winkel vorkommenden Pära- 
doxen, welche bis jetzt niciit gaioz er- 
klärt sind, und deren Erklärung ich 
für die Potenzen der Cosinus uud 



\ 



.« 



-► / 



' > • ^ • . 

Sintis in mein^ deutsdien Ausgabe der 
muthematischen Werke von Lagprange^ 
Berlin bei Reimer \^pZ> im zweiten 
Binde 'Seite i^. etc. versuchte, noch 
zu berichtigen und allgemeiner und 
einfacher; ™«utr.gen. 

Das Rechnungs-Mittel für die Samt» 

j, liehen gegenwärtigen Entwickelui^g^n 

der Facnltäten, undfolglich auch der Po- 

f 

tenzen und Winkel -Functionen^ ist die 
Entvnckelungs-Formel in $* 54* etc. wel- 
che allgemeiner ist^ als der Tayiprsche 
JLehrfötz, der nur. einen einzelnen be- 
aondem Fall derselben ausmacht und 
die ich deshalb tUlgemeinen Taylor' 
sehen hßhnatz nenne. 

Vermittelst dieses allgemeinen Tay* 
lorschen JLehrsatzes ist es möglich, die 
Facultäten eben so leicht und einfach 
zu entwickeln,- wie jede andere einfa- 
chere analytische Grosse. 

Dieser Satz scheint besonders des- 
halb wichtig zu sein, weil derselbe nicht' 
allein, seiner Einfachheit wegen, recht 
eigentlich 4en ersten Elementen ange- 
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hSrty sondern anoh^ die schwieingsteh 
FlUe eben so einfach umfassend/ zu^ 
gleich die fetzte Sdbiwierigkeit d^r Be- 
gründung der sogenannten Differexl^ 
tial- tmd Integral-Rechnung hebt. Eiu/ 
einzelner Beweis seiner Wirkung ist die 
Anwendung desselben auf denbinomi-- 
sehen Lehrsatz §• Sßi dessen Beweis 
durch ihn diejenige AllgemeinheatV 
Klarheit und Einfachheit erhält^ welche 
, fiir ^e Elemente noch zu wünschen 
wareui •*'«»- ' 

Noch wichtiger aber dürfte die AU* 
gemeinheib der ^Behandlung analyti- 
sdier, Aufgaben überhaupt sein, welche 
der gegenwärtigen kleinen (Schrift ei^- 
gen zu machen gesucht worden« Ich 
habe während des Drucks deroelben> 
weit^ rückwärts, über die Potenzen • 
hinaus, auch die ersten Elemente der: 
Analjsis, welcTie bekanntlich, wie über- 
all in der Mathematik, an Schwierigkeit 
den verwi<ieltest;en Aufgaben gleichen, 
einer ähnlichen Untersuchung zu un- 
terwerfeii.imd die bessere Aufkltrun^, 

auch 



I t 



auch der Elemente zu {isDiAexi gesucht, 
und ich glaube, dass e$ möglich i^, auf 
dem allgemeinen Wege, auch hier zum 
Ziele zvL kommen; Gelänge solches, , so 
i/?ürde es möglich sein, di^. £fitwicke<^ 
hmgen d^r^ Analysis von den noch so' 
häufig darin yorkommenden vidösen, 
Uebergängen vom Besondern zum AUr 
gemeinen zu' befreien, ihren Sätzen 
ihre wahre Bedeutung und Stelle zu ge- 
ben und sie in ein natürliches System 
zu bringen ; was für diese Wissenschaft 
noch zunächst zu wünschen sein möchte. 
Ich werde gelegentlich, in so fern es 
meine Amts- Geschäfte erlauben, wei- 
tere Bemerkungen über diesen Gegen- 
stand mittheilen% 

^ Da die gegenwärtige Schrift,- Wegen 
der Wichtigkeit der möglichsten Allge- 
ineinheit der Behandlung analytischer 
Gegenstä!ade , durch welche, nach mei- 
ner innigisten üeberzeugung, allein be- 
deutende Fortschritte mögUch sind, nur 
besonders dann ih;;en vorzüglichsten 
erreicht, wenn sie dazu beiträgt^ 






auf die Wichtigkeit dieser Allgemeinheit 
, aufmerksam zu machen y so lege ich 
auch nicht soVohl auf die einigen , viel- 
leicht neuenFormeln und Ansichten, die 
die Schrift enthalten mag, sondern nur 
darauf einigen Werth, dass si(Bi»öglicher- 
weise zu jenem Zwecke dienen kann und 
wünsche , in difesem Sinne<, sie gleich- 
' sam ^Is ein Beispiel zu der wichtigen 
Iftegcl betrachtet zu sehen, welche, in 
der bescheidenen Form eines guteh 
Raths, das Motto auf <km Titel aus- 
spricht. • 

Berlin» im Jamiar i823« '" 

Grelle« 
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Erster Abschnitt 



I Von den Potenzen, Logarithmen 
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und Exponentlal-Grössen. 
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ie folgenden Bemerkung«!! über die Potensen^ 
liogariiilmen und Üi^ponentiai-Grö^sen entstanden 
diircli die Bemühung , die Theorie der aogenann- 
ten Factdtäten oder Factoriellen, welche bekahnt- 
licn noch ziemlich neu und streng genommen erst 
für ganzi^hlige Exponenten, oder für den Fall 
'Vorhanden ist, wenn die Facultaten Producte von 
Factoren sinä, weKche eine arithmetische fteihe 
erster Ordnung ][»ilaen, allgemein %u ipacben und 
auf Beliebige Disponenten aussudehnen. ; 

Da sich bei dieser Untersuchung der innige 
^Susämmeniang ^er Facultaten mit den Potensen, 
im allgemeinen Sinne genommen, zeigte, so fand ^ 
sich, dafs, ehe die Theorie der Facultaten syste- ' 
matisoh festgestellt werden kfihne, eine gleiche* 
«ystem^lische Feststellung der Lehre Yon den Po- 
teiisen'^ Logarithmen und Exponential - Grössen^ <» 
welche Grössen bloss einem besondern Falle der 
Facultaten angeboren, nothwendig sei^ so dasi den 
Beiiief%a%lsn über FaeüICäten erst eine weitere ün- 
«sriiichunlj; übende Itieorie der P6tenj^en, Loga- 
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Von den i^trfvTnen;' Logarithmen 

riihmea und Expon^utial - Orössen Torher^lien 
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X Man konnte twar diese Untersncfaung deshalb 
för 'wenig nützlicli halten, weil sie einen Gegen8ta]i4 
betrifft, den man schon so vielfältig und in lallen JUehr- , 
bächem, selbst in den Elementen/ abgehandelt 
i&ndet. Ei ist indessen Iciicht £u zeigen ^ dass in 
der ThM 4och noch, Einiges dabei nachzuholen %Bi^ . 

i ' ■ ' • ■ '' '1« ." •■ *: -•' ' 'L ^ 'i / *■■•' t.' ■ J . * * 

JSrstlkh nemlicjh mius man gestehen, dasa selbst 
"die Definition der Grössen« von welchen man* han- *-' 
delt, nicjit gans deutlich ist. 'fAlsProductegleipber. ^_; -,J 
Factoren nemlich lassen sich offenbar Potenzen all«^ -k^'J 
gemein nicht ansehen. Denn wenn der Exponent V 1 
£• B. em Bruch ist> so ist oie Potenz wirklich 

^ . .. ,J • « / . ' .. '» 4»- - . • *.. »W*. , . , 

nicht mehr ein Product gleicher Factoreu und um' 
QO weniger, wenn der Exponent eine transcendeoito 
od^ unmögliche Grösse ist. Dass Potenzen mitge- 
brochenen Exponenten nicht sowohl Producte. son- 
dern umgekehrt Factoren. sind, lässt sich wiederum, 

liicht ton tra^scendenten und imaginairen Grössen r^ 

k .' ■> ' , ' . ' .}'■".•■ ■ « ' ^ •' ," • 

sagen» Man unterscheidet kwar zuteilen Dignitä- 
ten von Potenzen,, allein dieser ^Unterschj^d ist 
dunkel , so län^^e ma]Q von Producten . gleicher 
Factoren ausgeht. Es fehlt also an einer um- 

. ö Y . ■ - 1, ... 

fassenden , fiir alle . Fälle passenden. Erklätü^ng d^Sr 
sen, was unter Potenzen zu verstehen. 
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, I^cbt aader^ verhalt es sicjx mit deu Legapil|t'; 
men. pi(i ;i|i;|clJ(iYli9g^ al^ ^tei^enzi^hlen einer «ritb- 
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und Exponential ^Grössen. 



siMti^elnea R«ilie/ di« einer geometrische Reihe der 
, L^^tfriihmailden' e0rrfes'poiidirt, ist nur für gans« 
Zttbleti denfÜ^h. FiSfr andere Zahlen' setzt sie ein 
Ifltcrpoli^tloäs * V^ani'ea voraus, welches selbsC^ 
er|9t wieder auf der L^bre von den Potenzen be- 
rttht. Die ErklSrang als Exponenten von Potensen 
^ber beruht erst auf der der l^otensen. Auf den 
B^£S^' der Sxponenttal - Grössen hat der Begriff 
der Potehzen ebenfalls unmittelbaren Einfluss.' Die 
Definifienen in der Lehre von den Potenzen, Lo- 
^«flthhnen etc. sind • also in der That noch nicl^t 
iroUkoinmen deuöich, • - . ^ 

Zv9iktm fehlt es gewohnUch, den SStzen unct 

iEntwicbeluQgen von Potenzen,' Logkrilhmen und 

' Expo'nential- Grössen an . demfeiiigen innem^'Zti» 

«ammenhangey der ihnen ihrer Natur nach eigen 

ist, • also der Theorie an System. Bald nem> ^ 

' Vidi entwicMelt dMH Potenzen erst' für ganze po- 

^ ■ f A 

^th% £tpOQienten, et^a combinatorisch, oder auch 
dtireh eine Art wn'Inductibil'und geht dann vrci- 
l^r zu Potenzen '' mit negativen ' und gebrochenen 

"Äxponenten,^ synthetisch über, wobei aber mit den 
triamseendenten und ' iibagiilairen , oder anderen 
belfebigeb Exponenten nicht eben so strenge verfah- 

' ren- wird; oder man m'ach;t dA» Sntwickelung durch 
BWereBttikl-Redinung, was w^bigstehs nicht elemen- 
tai^'ist. Die Entwick^Iung der Logarithmen und 
X^peneiitiaI-(3rdiPsen handelt 'man gewcJhnlich nicht 
.elMientar ab, sOndtero verweiset sie in die Diffe- 
rential- ^ oder FuDoticteeti - Rethnung y obgleich die 
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P^on den JPoten^y Logaritkmeh 

Angabe von denselbaa durdiws nicht» asdtort iäL^ 
^ Üt iiHigekelirte Aii%abtf von den Potebsen« 
IKe ' mehr «lenentare * ^twidcelni^ der ho^ 
iparithmim dnr^h eine Art . von Inlerpeiatidn tetst' 
ttilkchweigettd; eine Definition der Potenaen irorani^ 
die gewöhnlich nicht anegespnMAen irtrd nnd^anf 
liOgarithmen mit negativen oder imaginidr^n Bu- 
ten ^ . fder amch/^nf LogarühiAen imaginain»r Leh. 
garithmanden passet «ie nicht. Der innige Zntanir 

I 

menhang 4&wischen Rftsis oder Wnrael, Iiogai^Ulw 
men oder Exponenten , nnd Potens oder L0ga» 
rithmanden^ so wie eine gleichformife HebandioÄg 
dieser Grössen findet man gew/ShnKeh nicht« Die 
Lehrsätae stehen hier isoUrter nnd nnglei<dlföroii« 
ger da» als es . sein sollte nnd anr BjLnsieht gnt ist 
• Ifi^um werden anch die hierher gehörigen &i1fc* 
wickelangen gew4^hillichy wenn man wiU» nicht toUU 
stSndig^ gegeben« Die An%abe nesaliob handfit von 
drei 6r(Msen: BaMs <^der Wnrael, S^q^onenl 4Mkr 
^S^t^ine nnd Potena od^i; l^igarithnwid. ^ifi: 
besteh^ lumächet 4arin: ans awfi von disseii dipei 
Grjtesen die dritte jpn find«. Nun emwiK^Mlt 
man .gewöhnlich nnr die Potena ana dar Wmr* 
ael nnd dem lExponeqten, ^ 4ie SxponentMa-%0ipo». 
oder den l40gac|thfl||pdenr ans dei^ Bspis nnd dum, 
bogaritbmen» nnd den £xf(Mienten oder l^gmAlk^ 
menans der Basis nnd demXjSf^upithwmd^j siUenfistt»» 
anch noch die W^rael ans d^ Pgtoiia nnd diiin 
Exponenten^ w^lch^ vifr, Enjtwipk^l^igeo sind.; 
Es sind aber sicfts Sllt1rif^«lnl^een mo(^ weil 
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cw«i terBohüeden« A<*tetr gefimdeii werden tavii) 
abo Ueibea ein%e dier TöirkottuModeti Entirtcke« 
Iwgeik iiti{>erfibii;« ' ; 

SKifaiEiiiienifetioflMneB w8r^ aleo nocb aOl^ - 
») ^DefinHiott der Theorikrde^ Pötenseii, tttfitJ^ 
nential»€fröM€«i luid laogoritlliiiea deulttcher 
%xk madmiy 
*) bei d(» &i>twicliehingeadeii Znsammalliang def 
GW^Mea- unter eiaaader i lr eng er m btecbten, 
/ liad die Entirickehingeii elementar Und obheT 
Haififr fremder SStae antatifBffireir ititd 
m dieselben sti verroBständi^n. 

W£r woBtite 4if^m elementar y i^nd da es be- 

a^ttdcirt anf dLe" Flieattfilta abgeiefato iat, ixr$be-' 

II. 

aondere so rersiicben, urie es die Rftdkäi^dbt auf* 
diesen Ziv^sdl erföriksrt.' ta diesem Sinne sdfi ait-* 
itSefait nieht TOB' der Vieldentigkeit der vorKota^^ 
mendett A^drtteke, die darcib die imaginaireil' 
Grössen entstehet^ welche die Ausdi4icke in^lhirii^ 

«di^aieUken Form noch enthalten kfinnen, sondem"^ 
nrnr jSBttMchsr Yi^li den reellen Werthisn derOrSiM» 
die Rede^ sein. D^halb wird an'öh vom Anfange' 

-irikiltt Von diBntVSillcel. Functionen 9 die insbesoa« 
dere dta Britritt der iiluiLgini^n Orßssto hei^or« . 
büttgen^ m Rede Kein; Denn die Winkel-fiineUo- ' 

' nen sind' «war im gewissen Betivcht eben bo in-' 
11% mit dm^-Pbtenzea; Logarithmen und Ixpdneit- ' 
tial ^ Chfossen terbanden^ wio diese selbst nntc^ 
elüaifdilr^ lAeS^sle sind in anderem Betracht anch ' 



ifrfcder nnr \m^ni^^ Fülle iler Pot^imeo mi^.llif 
koonileii daraiaf «rat s^äUrf ._ 

Slankufi^im aU^meiiiM, be&:Clie8fr:XjAlefiB^ 
chung, in so fern man auf f chon TorI|^n4^n« Eesajlr 
täte IcoiBffit , «ipob sagen , , im^ ß^ w wif #tfiM luraät» 
aei» iksi4a/f^ 4if sdion a|fc und 411I T^ekrleijbt |^ 
fuode^ oiiid, «qA einipial epjl?vi<)|ildi) «niroHmf 
es im Gegentheil weit mehr auf neue EesultaCe 
linkomm.e^ um in 4er Wisfleii;Q|iafi |<vrtflK«k^^ 
lEine solcll^e fremerluing rfUtt atier < uielit in^ dem 
Geilte und ßinne der Wiss^naclmlt« 3cliqy^ ladt 

und man ivtire auf Taiüü und Qlflck beichrSnJpy 
nvenn man ausammengehö^e Att%a^e;^ nac^ .Will- 
kür und verscl^ed^nartij^, behan^^n if oUtft und;^. 
nathweiidi^e Zna^m]|ienli|ing ^ dßr Sätae, 'wo eif^i 
aolch^ Statt fin4et» i^c^t yöf;^,}^ wSref £« Jst 
iu der That keinesw^ea .|;leich/yi^l, . wie mi^ m, 
l^eaultäten gelangt. , Nur diejejDigen AuflöaiuifeA! ' 
.aiud die besten,, welche seibat ^vied^ru^ dibeKeim^.- 
Sß neuen JLufläsuugen enthal|ten^y iindT'Vf eiche 9id^, 
gleichsam bewusst 3ind^ war^ $ie. ao und nücih^t 
ai^ders geschehen. Djiejenigen^« welche für suoh; da*« , 
stehen, sind in der- Regel t^nfrue^b^ U||4 ä4^~ 
Nur dann erst gelangt die Wisiien||i)hi^t, jsu,i^^ 
i^euig^r dem Zufall überlasse^ci^ GedeUifp,.^wei|ii., 
aie die IVlethodea , durch we^||e.^sie . $jfL. ifarfu. Rf'* ', 
sultaten g;elangti ^ einf^r eben so, at^^gi^ Unter-?,, 
atLchung unterwirfl^ wie d|^ i;i}|twii^e|ttiig^n ^<l 

Beweisender RiJs^rttate^^^ll^st. ,J^^^ 
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u»4 Bxporteni 
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|r«{t Iml^eQ^ ipfftfui irgend .«ia«. Kiinat oder Gewerbe^ 
o4e» irgend ?^i^:L«ib^sbedürfDi#s Rath.und Hülfe 
M jlor M«tfamialik i^uJoht AUeta auch, schon um 
Hl^ llatih tinifft Hälfe reldi scCaeüi, HiBi^e Uraädi/ 
{Ibr,«9A wiriäg^r ««üUIigos/best^ninteres 6i;id^hi6n 
«K spi*^». Und 94i)h bei ir^item ^ohtiger ist bei dea 
ISutvmk^ng^ da» Wie in RtkMcht des hölierw, 
3l9|ir«E^k98 der Muthem^kyVder^aUgemeiin^ .Ver'- 
wtKßd^hSiiäm^. Sie itft urenig su diesem höhere^ 
.JSSi^ke . geei^i^ , urenn eirö genaue Uatec^u«*. 
^hpx^ de». Zusamtnenbaxig^, der Sfit»e und le» 
gisehe RegcAmassigkeit der Entwici^elungen. f^blt; 
£8 ^rde nur eine mKngelbalte und selbst verf^te 
IF^b^ng d^r.ne&k^räfte entstehe^ wcinn man diesQ 
prüfte blas# ;4^ii anwenden wollte, SäU^e xn ent-^ 
wickeln, ohne den tiefern .$ann der Wissenschaft, 
.nfilnIjLfsh ohne napkuxweisen^ wieV^eselbevollstän- 
^g ."«^e in einem Keiiale^ im Verstände liegt, 
und 4inr^4^|* Anregung bedarf, nm sick selbst, au#. 
sich heraus, ii;ks Unendliche fort su entwickeln. 
Die Obenkkraft würde an solchen einzeliien Sätzen 
gleichsam aufgegeben und also nicht gestärkt, son- 
dern Tielmchr verschwendet werden , wovon Bei- 
•piele den beweis geben. , Man nennt dann die 
Hathematik mit Keckt schwer. Sie ist es in der 
That überall, wo es ihr an innerem Zusammenhange 
fehlt und der Terstand sich nicht durch sich selbst 
allein fiortbewegt, sondern der Zusammenhang der 
Schlüsse überall durch Aaswtodiglernen nnterbro- 



> '' 
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/ 

Von den Potenzen, LtogtiarUh/tunetc. 

fSt^n werden miiM. Dto M«flienatik 'yritä in «i« 
ttem »(»Ichen Zustande einem geanndenc, ft%i ^ch 
bewegenden Verttande va einer Lasty die Sin dri^lkt 
«nd .abmattet^ analait ihn txk etftienen und sri 
atüFl^a* Wahrlich S so lange diese WIssenschiA 
»or eine Sammlimg -von ^naelnen'^Siitaen sdn wiD» 
mdgen diese nocb so Üef und sinnreieh sein, iii 
^ nidit Lehre und Beispiel anf dem Wege snr 
.Wahrhek^ sondern Tielmefar Lehre und Beispiei 
einer sinnritfclien Verwirmng. Efst dordi ^fo 
itidist d»' WUt€ni(Bhüft^ wenn der Ansdrack «riaiifa4 
ist, erst ghdcfasam durch die Oritik ihres Weseiis' 
wird sie mSrUich Eur Wissenschaft und man musa^ 
gestehen, dass ihr dieser wichtige Theil noch firfdt, 
weiEiigsless pSegt derselbe in den L^rbüähera it'oehr 



wenig sichtbar au sein, so klar er auch s^iat den" 
Mathematikern Torsdiweben mag« * 

Aus diesen RüdLsichten scheint der gegenwSr-» 
tjge Versuch einer soM^u critisehen Behandlung / 
ma dem yarliegenden Gegenstande entschuldigt. ? 



* I 



N .; 



*• 



r. 



,» 



4 

« 







* t ' 






• 




..T 




■'■ 


• r f 


t 


* 
* 


t 


< 


•',» 


- 


> 


. 


1 


--V. ' 














• 


c 




• 


■. '.ä 


. 


« 


- 






' 






y 


» 


' 




' 









5» 



I. 



1-1 



Pdrsuch einer systtfmaBischen Theo- 
rie^ der Totenzent Lagarithmen und 
^' Ms^onentialrG^rössen. 

V 

' * - ' » . 

Bm aidkit^^Vfti 1^1 vtvkuigeti, ist «ine 1^- 
•timmte ErklSnuiff, Benennong und Beseic;biiiiii^ 
des GegeMtandefl^ von welc3ie«i die fted^ Ut 

Deßnition ' der Potenzen^ LagafiihmM und 

Exponential^ Grössen. 

Das« manPotensen nicht allgemein als tVodncte 
gleicher Fac.torep betracbtea. kann., iat schon ebto 
bemexit^ Wenn nemlioh u irgend- eine Zahl be- 

deutet, so haben £. B. u' oder u^ als Producte 
gleicher Factoren gar keinem Sinn ^ weil man eine 
Grösse nicht | oder | mahl mit sich selbst multi- 
pUdrenkann tind.die ErMSrapg. passet aUeiu dann, 
wenn der Exponent eiiie gani^ positive Zahl isJiH 
Indessen gie^t der Fall, in, weldlien Poteniien durch, 
blosse MnltipUJLatiiQn entsteheji^ AnloMM sn dem auf* 
gemeinen Beginge dieser ^ Grössen . und dem Algf^ 
rithmns derselben» ' 

Men set^ nemlich , man sei übereing^koin«^ 
men ein Prodact z vQn y j|leichen Factoren u^ wf- 
f irgend eine ganze positive. J&aU und irt eine her« 
liebige Zahl bedevytet, also die Grossi? 
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Definition der Poienzen 



Qrdnon^s . Zahlen der F«ctoren bedeuten., durch 

SU bezeichnen, so lassen sieb, wie leicht su sehen^ 
die Eij^enschaften welche ein solches Product glei- 
cher Factoren bat, wenn k irgend ein0 andere po« 
ilitive gaiM&e Zahl ist, auf fiailgej^e W^eiM atu- 
drftcjben . •; 

' \ , 1. uytk;-süy.»ii^ .-. .• .'v ••■• ■•/' •" 
2. Cuk)y as ur AT yaOt. 

4.' II* 5?:.iij-. 

dfnn es ist 

1 % y-»a k Z23 .yfk- 

en(»is u.ii-,,.ii xUftt.« .u SS ii.u.a.«» u 

I 2- y .1 1 y X .2' y 

X » yi I a , y« . I a y*- ' r a 3 y*^ 

drittens (u.tt»«»]u)(u«KM.iO»*«C^«i<**»<<)9^»<'«^«'*^ 

vkrtens n* =: u ^ 

' I . - 

* I^un hindert Niehts, R^i/ttur/ich eine unbekannt^ 
Grösse 2, i^nlsr den nemffcAsnBeifiiigufigen, auch dann m 
iuehtn xmd zu'entwicieln^.däs helss^ ih^to Weirth 
.durch utind y, und daun auch -vielieicht uitigekehrl]r 
durch ir u!nd z^ oderu durch y und ^, kurz «iner 
der drä Grössen u^ y und z durch die biei^den übri- 

* • . ' - « 

geti fiir den Fall aus^udHlcken, w^nn y nicht bloss 
eine gäinfee positive^ sondern allgemein irgend eine- 
bdfebige negative, oder gebrocheite, oder trans-' 
^tndente, oder imaginaife etc. Zahl, Kurs irgend 
tihe bf^ebig« Cripgsae iit*. Vernehmet man diese 
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Logizrithm^'u} Exp<mentiai'Grössen, 

« 

XmvleM)«k»Sf «o, da«S'Ste cHircBani nicht 'Von der 
IValor <l«^^<^<teie* y aBlfKo^i ttf«Ni«fn Statt Andeti 
y mag»i«iiiiwM'intt^tiiliii^*ivttV*«o^i^ KO^Iei^ti 
Jilille» vM'4imii läl^t;vi>li^ ««fbsf kiefa fiir den^bt- 

i»ty w«El:4ie^fr Fairdtt aHgeiiMike B^eübBin; von 
Y: iilcl^ anmhiiasst' Wfll "»»r aSso^ viinMIrlidll, 

ir 

eina von swei andern beliebigen Gröasen äbbäat- 
gige 4}v&4M> tmtar dar ^ Beditign)»g, 4aM -^i^ i^ ^len 
Fall^i wanii das «ine ^der beiden IQeBi^te aitM» gatise 
ZaM^iM^ invieiii PH>d«ei gliMiar Factai*en^ ülito- 
gebl^ YorÄiissetzen und dievettt ^Palaas nennen ^-so 
darf man ihr nnr die nemlichan £igenschaflen bei^ 
tiefen 9 dlcein«^ Prodoele^'flelcber'töbtoreii an- 
knlnmeit "nnd ihinen W«i«Chi:d«rfiacft Atwieb^br: 
Ok äxft iofefte wi'aiiceiemr 6iStM 
oh äxwkr Pfoducan ghklii^*Riäoikn noch^ahdatOf^ssai 
^akäraiy \'V9ddtgi3k mmlkhim'MigiMdiapin Htb€n,'fri4 
dkmj xägi ;^^JEUmiddwis' ülht^ o( jn ncmlkfr; ptwm 

icr JSsqftmtUiäms^^^^^ aUiktj mag MögSämoikr 
üuoh nur' iäm$*'Be$Mkiia gii^y eider nUU. < I^ 
dasct^vraa ^inan fipdbBt'aiielt imriÜidriM^ ao<giebt' 
M^ Tomoigetotat dä9^ 8i» 'fyik9dt^^ 
noihwettdi^ Grtfisen wiv die -TOMiitgaietste^) yf^ 
dle^ent^dbelten itttd die ti^oHmtwic^alten CMhiM' 
noihwendig 'g leieftäeitig' ealstiir^ii« . ^ -; ) 

Htervott ' antgdiend ^kann man von Poteneen 
f»:^(eBde ibdfttilttttte<Deini|lan att&teHea. ' 

M ttmUbfie JX^u^y) 9d»'^u^^^ ^ mn' 
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BeßnUion 4^. P^teg^^fin* 



odar «^ cmc Qröm btium* iß* «if.'di nu m Ud n 

fToH von dm Mtt» iMiam .^i^rim u- md i «»» 
^f^k^äi^f^^ ^«nJ#Mr», » Mini i^itaBC J^a^Maih 
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£kMbe mla«9t, 'd«i» tberall ;ivo PoteaMB^ im de^ 
allif^ni^fllfvi iQtm^ ohne Ettdksiclit auf dte SBaUea- 
wertbe d^rGMiMeii, toa uneben «ie «Miäiigcil^ vor«* 
iMiminil^) müMenj <ii notlnwnoiidig lüdem FcHe d«r 

sp;<r PotMsen ieiii iM&eii. Od«r, uü^^diehrt: m» 
i^mm niur 8ok|i0 Cär£i«tii Poton^e^ die< die Gnuid* 
b«duipiQ^»eo TOUtlfodSf^ ei^Uten; BntqMelien §19 
d^ BedtüfBiif«!! aiehtv m> ist gat^ j^icbt von Po- 
ttaie»^ «ooderttYoiiiil^iid ttwttiAad«riBfdi6 Heda» 
Die Gratidbedingniifeft aiod oiehl* ind^r» ali die 
JCwizfkiM 4#p PetenaM, oder deiyeiKlgeii GcStaen, 
a«f welche lufttt ihre Eotwiekelimf imdilhiigeii etiv«^ 
no^ ;m$ den Grmdbadiognngeii g^foigeirteft S%eii. 
eiriHiftep ajftwtnde» darf« • Man hmtmy^ eis eioa 
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ii|lgeiQein<i fipdiiigaiig bstr^chtea ^ äa«s num 4af9 
was. mitt tiQt^jr dem' W^orte Ppteu verateht, nur 
unter dif Afp Aedipgang^i in die* Rechnuim; eimOli- 

^ Von . dem Begriffe, ein^ ProdncU - jj^leiolier ^ 
F4ctof«n geh^ Jibi:igens 4^ .Begriff der. Vo^ 
temv niebt auf. . Oieeer vmfohmt , nur den allge^ 
meinerw Begriff oii^ es felgeii nicht au«4eii £igef^ 
gj^Qen, der Productie gleicbe;^ . Factoren ^tie K^gen- 
j^chaltea. der Potenaen. simdern aus dieaen folgt, 
umgekeliriy dans; wenn in der^ Polent aT.die Gr^üe 
y eine gaaae ZaU iiti, die ^ösee uX aU ein Pre^ 
duct gleicber laotorNi^ oder durch y^ial Vieder« 
böHe |[)i|ftipl|cat^ mit u.gnfiEUiden Werden kann. 

. IjFeberalL aber, wo ee nicht auf die ZWUei^*' 
werthe «iDer GrfiMe, w:ie: ii3^, ^opdertir UoMk anfahre 
Eig^fisj^ften^ das hf^sst aof die Art und Eegul 
ihrer yerbiii4^uig. mit ähnlichen und and«rn'tir^Maii' 
Bnkßwmt^ . i^ m yan etnei* wiederM^ten^ liKuH^ptUr- 
catien. «lit der Qrei^ ujBii» fted^, sendera nur 
t;on vden durch die Grundformehi (&> 6, 7, &)^u«g|i<- 
dracfctfnBediagiuigen^ die f^r die fäUe, wenn jr eine 
gjanse , und eine beliebige SSaU iet^ ^ gmifinftchiiik« 
lieh Statt finden* . Sq lange et nur auf die atlge^' 
meine E^ornv einer Grösae, wie 7^ oder aiaf ihr Vor- 
konmea iinjter den Bedingungen (5^ 6, 7, &) an-« 
komml;, findet kein Unters^^hied Statt, j mag eine 
ganae Zahl sciin, oder mcht* Erst wenn voti dem 
ZMvmmht Ton y die J^ede jst> ist der Unterschied' 
derBaUe eines gana^hligeil, oder eines wQlkfiJurli:; 
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DefihiltiöH der 'Potemeh; • 

cVen/wcsentlich^weil abilänii Im ersten Fäll UffinrA 
WiiUerliolte Mnl^Uoitidii ' mit u befeckdet yhr^ 
deri-känn, im ietsten ni«9it. TAtB^ VntetB^ei 
zeigt sich /daiün auch an dem Umstände noch deat- 
Heher^^daräy im VM'j eine ganse Zahl ist^'u^ im- 
mer nur- einen ^ins^igen Zählen werA' hat ^ ^ftiuje- 
gca Svenn ^ -ein Brach odfer eine aridA^ •Grösse' * 
i*i mehrere nnd selbst' tIneiidUch viele Wcrthe 
habeil kann. ' Haa^hät; trenn mah ton der attge^ 
meinen 'Entwickeinng' äiisgeht lind daräns die Re^ 
geln 'fiir 'die* Ber^hnting'd^ea IZahlenWeräiAs yon 
oT allg^nein sucht, dtni Voptheil, diiss der ünter- 
sdded der beiden fllle verschwindet mid die 'nein» 
Ifche Regel, welche den Zahlenwerth tön* n^ iEÄr 
ein b'efaebiges y giebt^ notiiwendig auch den Werth ; 
fttt ein ganzEahliges jr geben mussy weSI dteallgpe-' , 
meiäe Entwickelang den besonderen Fall mit nm> 
fässt. Verfihrt man anders und versucht von dem 
besonderen Falle £te4liiä' allgemeinen aufsust^en^ 
so ^ kann man ohne neue '^tllkÜrKtfho-^Toiraus-: 
tfeUungen nicht 2U cSneäi allgemeinen Üüsdrucko"^ 
gelänget , weil allgemein tüf ' wirklich niöht dn 
Pr6du:ct gleicher Badoren, iv^ie' fftr den be^ndem 

FÄB^st. - ■ • ' * ■ '•■•' *' " - '" . . 

ts ist «war vollkommen richtig,' dass alles 
Rechn^ am Ende auf Addition, Subtr&ciion,'MtiU 
tiplicätion und Division hinauskommt, aber f&r 
die beiden 'FSlle der Grösse ut; wenn y eine ganze 
und eine beliebige Zahl ist, findet der fvmnrMc ^ 
tlnterschied Statt, iA^% im ersten FaiHe- der Ziifa- 
. / . . ' lenwcrth 
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ItOgaritibm; ü. ExpoHiritial'^rössen. 

leikwerth von i^. diireb ' IMToItipltcÄtion allein , im 
letBtea *Falle' nur Aunöh dito r- Girier Reefaimn ^[s^irten 
susammen gefanden werden kann, ntaiUüh durch 
Reihen. Die Grösse 'n^ mit einem ganzzahligen v 
ist alleinfti ntir ein' eiixzeiiier, besonderer', der äÜ. 
gemeinen Bedingung fvxu^ ebenfalls genugthuendfer 
Vall des allgemeinen Au$dracks i^t j upgefähr wie 
der Begriff ieiner graden Linie ein einzelner Fall 
des BegiiiB einer Linie überhaupt ik. lü diesem 
Sinne kann man sagen, dass eine Potenz, wie uT^ 
die erste Art einer abhängigen Grösse ist, welche 
unter Summe, Unterschied, Product oder Quotien« 
ten aligemein nicht gehört, die aber die Ei^eu« 
Schaft hat', in ein Product überzugehen , wenn 
jr'eine ganze Zahl ist« 

uebx^tos lasst sich aus der Definition leicht der 
bekannte Umstand nachweisen, dass man Grössen! die 
niöht sowohl Producte gleicher Factoren sind, son- 
dern, selbst erst als Factoren betrachtet, durch wieder- 
holte Multiplicafion tnit sich selbst, eine andere gege- 
bene iGrHiise , oder ikua wMLerbolte» Ptntf uct geben, 
namentlich XFvrzdny als 'Totestaten mit gebro- 
ebenen Exponenten schreiben muss. - Denn weniii 
]^f)n, j^,; $•. fiuisCiK^sse 4: hätte, Yon^weleher be- 
l^ani)t.fvrSre,y:^da9S ti^y..mmlil mit ateh. scibst . muitir ' 
plii»rj^, ejü^e o^^ei GrM^e u «uinmeht, ro wäre: 
ii^,e{in;S^i»;c4uf;€|i/M 'bezeichnet, .^ . ' 

pderjf irenuQ^e. dfflr aligemaiuen ^el^ichnll!i^siu^t 'ei- 
nes Products gleidler Factorett^ wie hjier^ 
; [3] 
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Deßmtion der Potenzeiit 



\ 



WoUte mBm au» aock sUtt des / eiaeä Exponet]!. 
XtUy £• B. f setzen, so wärt 

y 

Aber temoge der dritten GrandbediBgmif in 

(|«P)« sa 14P« ; 

al»o ist nothwendijp pm =5 1 und folglich pc 

nitjiia Ic/ibii man für x ss/u =; iif ^ nur. 






• . * ■ ■ 

echreiben« 

-■■•'" ■'.'■' \- ■ , 

.wäre die fegebene Gröase 2 von de/r äfiL 

dass «e^ mmal mit sich selbst mnlljplicirty lächt 

sowohl if^ sondern «in Prodact von nglejohen Fiu^^ 

to^n ti giebt^ so wäre, wenn man 2 acs/ii set«te> 

oder, wenn man wieder statt de» / einen Eicponen- 
ten p $etfiea wollte, 

, (ttP)«» = f»^, oder iiP«Ätt»i 
also 



pm 981 n nnd folglich p ss il mithin 
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Eb«n ao l8nt ^ioh lefche M^en, daas vton m 
mahtSM, äU Pbie»«t nft dein Ex^nenteö Wdll tmd 
Qilotieat«n d«r Hnlidt dorcb bttielnl;« PMeaäRbii» 
al» die neiqlich«a PöteBtäteft. otit Ä«%att»to Br. 
ponenten schrdbpn miiM. Dtiuji (^ erste Grtandglei- 
chung No, 4. giebt, wenik man Bi R k » o Mtc«^ 
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Logarithm* u» Exponehtiäl' 
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Des^Ieich^ yr^om man k 9e& «>*/ ietot^ v^^.it^y sa 
iiy-*y SS 11^ BS ly ab» ' 

11. -= = VTT. 

So IBmt «ieh der B^^frftf von Poientt n dtat- 
Ucb und allg^emein fesUtellen. Das Verfiüurea 
ift kein andern und e» findet dabd nicht mehr 
VoranssetfstUHf Statt, wie bei allen andern ISllen 
der Rechaimf^^ ielbat der ein£&oh8ten, Oenn es 
kommt In der That nie daratrf ah , . wk äne Grä99% 
htntAnu wM und ^Jf^bdthh' tonn tat von dem Sech*' 
nungt ^ P'^xfihii^i üUjtgAui^ iondem^ vmgifiArty im 
MUchnung$^ Veifahttn svird €rst iurck die JJeflmäon fe* 
•Onrnr. Man stellt einen begriff allemal vriUk^ädt 
fest und erst was daraus fuSgt giebt die Kegel für' 
du Reehnttng. So entsteht z. B. der Begriff von 
Sttinme, TJntersehied; Prodnct und Qnotient nicht 
aus dem Rechnnngs-Terfafaren mit diesen Dingen, 
sondern dieses ans jenem. Eine Summe a;-|-y zweier 
Grössen a und / ist diejeiiige Gr&sie^ 'Reiche die 
Eigenschaft hat, ä$s8 x-^y sss^'^x ist. Ein TJn- 
tersi^hied y — ä «weier €rff»sen > — x Ist die Grösse, 
welche die Eigenschaft hat, däss (y— x) + « = /• 
Bin "p]N)dixct xjr zweier ö^öÄsen x und y ist die 
GrSsiie, w:elche die Eigenschaft hat, dass xy =: fx. 

Ein QuQtient-^ zweier Grössen«!: und ^ istdie Grösse 
ir^ die Iig«n.ch.ft K d««(0.«=^ «r* 



20 



* ' 



Bemnminße\ 



aus ' diesen GrandbedinguaipeA folgen al^cmcin die 
KechntingA^Regeiii mif^ie^ett -Grösieti; Sie indivi-. 
d^alisjreii: uipd «lodalijir^ aich in FUIeo., . inlvi^I- 
chen die allgetaein beAeicba.0len Crröi^en: gaitse^ 
Zahlen find« ^ 

: Von deri' Bepennußgen bei Roteme^^ eifi. 



,\ 



. Wir I^oxi^n]^^ naohd^im wir d^ all^ueiiHi £r«t 
Uäri^^ng' der .Cotem^en^fetftgeftteUt hubmy vsk A^^ 
Ben^ei^iBnfea^ die eben^fi^ 4^ be«timmte9jl|^'S|eat^ 
»l^lMn«. I?e4l*rftii , /wreW, Woirte ^d<e ;II^^erttjrfcflP0r^ 
dei: B^griiGCey und aho beslwn^ Beigsiff» l)l^ 
•tiKicuiite vWmte nicht mögll^ smir 

■ Eine Regel > hei FettateUnng : y^n Bm#]Qn]wg!0n ^ 
isi^^nstr^itig, d^fs ;iiui|i.yo& einn^l eiag^ahrleo; 
Benennungen mo wenig wie^tnöglidbahgoIifin'mliM. 
Es. konunt af«o mdit etwa auf n^e B!9lif nn«M^f^%: 
sondern. Tfiur. auf ; die £rUfirti|^g und diie;. ^estiiijimte- 
Fest^etzung^^ d<ßB Gebraucshes der vorhandenen e^ < 
I, Da eiu wesentUcber Vntersc^ed.. der- Se^ 

rechnnu^sart des ZahlejQo^er^Jia. d^er |ßrö««er . i^^ 
Statt sfindef, wenn y. ein#wg|a^> und wenn esr'eine/ 
beliebige Zahl, ist, so, folgt ^^.dass es wenigstens/ 
gut ißt).. w^>^ 3^£m; fiw^v^^^f'ficfieiden« JBeneo^^^^^ 
nuDgen für , diese . beiden - E^Ue ha(t. Bdau: k^Jif^ ; 
die Grösse z i=z üTy im Fall y eine ganee^ahl ist^. 
Potenz y und Vrenii ^ keine *gänie Zahl ist, Dighitai 
n^wxexfj^ .: allein diese 4Jntei^(ltei4iiiif,sehdtit.iiiiiht 



• < 



• ' / 



- " ■ — * " — -• 






I 









4-.' - • l: • 21 

JtiOgtirithmyul'Eoqydnenbiai'Grds^^^ 

ratBsam , * Theil» weil äfer Gebrauch des Worte«' 
Potedz auch für den. Zweiten' Fall zu. sehr >e* 
bräuchlich ist, Tbeils weil das Wort Dignlitat mW* 
mit ausdrückt, dass Potenz bloss ein besonderier. 
keinen anderen Cmtidbedin^ungen entsprechender 
Fall der Dij^nitat' sein soll. * Es sclieint besser, nicht' 
. ^ei verschiedefte Woipfe zu nehmen',' sohdern 
den besondern Fall bloss durc^ ein Beiwort aus- 
zudrücken. ' Man - bedieiie *sich also ^des'* Haupt- 
Wortes für* den kllgemeihett' Fall und bezeichne den 
besondei^n Fall durch ' das, für ' den Ge^enstaiid auch 
sonst gehräuchlicliö ßiei^^^örl; tidionaty 2üm Haupt-' 
Worte selbst scheint^ liäs Wort l'oresfilr besser als 

y ■ • • 

Potenz, weil pötehüa äuschliessliche'r den hier^firem-s 
den kegriff Von Mächt, iSewält etc.,' Kibgej^'^n pc^ 
!resfifs;' zugleich Art, ^^ Weisen^ Eigenschaft^ euie«' 
Dinges bezeichnet, 'was dem Gegenstände niehr 
entspricht. , . -i 



•^* : .»--, . 



<>^ ■ . ' ■ * i.i: :*;.'; " • : ')<J ü?f 



. Xcfa werde also . .ei^e Grdscfe z= n^, nemlich 
eine^Grössfi, die den obigf n vier Grpmdbedingungen 
C5, ^.,7^. «,-.:> geni^th^t^ fur^ 'den'.fl%emwe^ FaU ^ 
beli^ieer Werthe Von v« schlechtweg. PoiestärJ hin- 
g;egen fijlr^den besona^rn .1^, wenn j eine ganze ^ 
Ziajü nnd ^o a^ ein Froduct gleicher Factor en, ^ 

I 2 y 

wie^ ii^*u\v.v- üt,* rd^Me FoiMitt tkgmen* 'Hlirj^'i 
dur^A mtsliAen kein« wegseiälkhen Abweichungen i 
von dem OewÖiailieiiea/tind BkigefübrteDi - . 

IL ' Für die Grösse y in der Gleichung *tf^s=r; 
sind zwei Benennungen gewöhnlich,, nemhch i/o- 



\ - 



\ 



22 



L 



Von dm Benennungw hei Potenzen, 

^mühme und Exponent^ Die doppelte Benenouag 
i«t nicht überflüssig, weil sich die Grösse y ein 
VUi auf n, da3 andere Mal auf z insbesondere, be* 
sieben, "das heisst, ein Mal n« d«s andre Mal z als 
Haupt - Grösse, oder als die yerä^derliche Grösse, 
bejürachtet werden kann« Wir, wollen also diese 
beiden Benenntt^[gen,t in iliren^ eigentlichen Sinne^ 
gänslich beibehalten. 

Sonötbig es aber ist, für. y swei Benemmn* 
'gen £a haben, so n^thig^sind auch swei verschie- 
di^ne Worte für. jr, in demselben Sinne, je nach- 
dem u oder / di^e Haupt-Orösse, oder die als rer- 
änderUch hetmcbtete Grösse ist Wenn u die 
Haupt -Grösse ist, haben wir schon das Wort 
FfftM^n Für dei; andern Fall fiii^et sich das ziem- 
lich allgemein gebräuchliche^ und iu Beziehung kuf^ 
I^pgaritbm^n , passende Wort Logarlthmand. Dieses 
nlso mag Wenfalls beibehalten werden. 

ni. So wie endlich für 2 und für r zwei Be- 
nennungen nöthig sind, bedarf man deren auch^ 
aus demselben Grunde, für die dritte -Grösse u*' 
£s ist gebräuchUdb,' diese Grosse» wenn von Lo-' 
garitbmen ' die Rede ist^Auh. und wenn toö Po- 
tenzen die Rede ist, PVurxA zu nennen. Das erste 
Wort ist unstreitig sehr angemessen' und beieic^ 
oend, das zweite kannte Msirverstäudisisse^T^ra«^/ 
lassen, weil, wenn z>'Bt y'tiii Bmcb.ilit^ nachten 
gewöhnlichen Begriff^ idelnehr iuttgekefcrfe^ii zuir ^ 
Poten%.u|id £ zur Wurzel. wird. Indessen scheint 
es rdpek besser, tiehw nii^t eiu neues Won ein- 
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r 

sufübrett) sondern nur den Be^^riff, der mit d^ib "^ 
Wdrjbe Wm^xel verbundez^ wird, tra inodifickto^ 
fiwiüA^d£ünaM0r ptimr^^^^ u su verstehen» 

y ma^ sein was man wil), so dass also a« B» wenn 

iif'r:; aJ wSre, nicht ar die dritte Wnrzel vOn u^ 

» 

sondern vielmehr u die | Wurzel von t sein würde. 
Ziim UnterscfaiedJB von dem Falte, wenn y eineeanso 
Zafat ist, kann'maii in diesem Falte u, des Oe« 
brauefa bei der Potestät nachalunend, rafUmah ftV- 
ztf nennen« 



.1 . ' 



]K[an hat also nunmehr folgendes Scb^a. 

»■■•'■ 

In der Gteicbopg ^ 

1(7 - SS' z 

heisst 

z all^m^in Polest^/ der Würzet n ffir den 

• Exfonimm j^ oder, kürzer: j Potain von u 

( nicht y te Potenz voq u^ weil dieser Aus- 

druck an ein ihrodtiot von" Factoreh erinbert, 

l..- .^cli^ iiiph(:|]ftn^r.5tatb&idleO. : : 

Ferner heisst ' • 

r \ 

X logorMmäni des IsogaHthmen j^ für die Baik th 
oder kürzer: ti' Xogar&Amand^ v6h /. ' 

y heisst JSstponcitt der J^urzd liiqi der IVeeslJb jr, 
/ odü^fcllMM^: ;r^Aqpüimr V<m II. DfM^teiehett 

y Jb(^4rbAmis des jCc^aiiirmdiidin r für die Bttb 
0^ 6deF hüraer^' u logoMMtm von z* 
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Beieijlükmingmt: der PoteilMt^ 



JMttfhUi ... • .. *.■-.•••. J'\ ■■. 

r tt jh«BHt /i^^^el der JPofttlü z f|lr jdeii/:i&i;piQiieii> 

<en j^, oder küx4^r:Vy fPmz^ der Foüiiit%,i 

EndUeh b#i««t 

u Basis de» Lagarühnumden z für den Lpsoriihmt^. 

/ Yj oder kürser : z BflM des Lqgärithmm y* ^ 

Ist y eine ganze Zähl, so setoe man überall den. 

Worten Potestäjt und Wurzel, auch -wenn man^ 

MrilK den Worten Logarit^imand^ und Basis det9 

- ' t "^ • «■ " . ' , ,' • ■ > . *' ' '. • *t . > • ' . 

Wort rational vor. Die Benennung Exponent«' 

Grösse fällt bei dieser Einrichtung 'vr^» Sie ist 

__, ' ' * ' . 

in der That wenig angemessen, und das Wort 

Loganthmand vertzitt «ehr gut ihre SteUi^. 



« * 



Von den Bezeichnungen der Potestäten^ I^fh 
garithfnen und LogQrithmQnden. _ 



5. 
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Wir kommen ferner zu den Bezeichuunffen; 
I. Der Gebrauob , die / Petestät der Wlirset 



11 durch 



m 



£U bezeichneii^ ist allgemeia eingeführt i|i»l eben 
so passend als einfach* Es sind aber dabei foL' 
sende Bemerkungen zu machen.^ .- . ,. ,. 

jpriiKcA ; hat nämlich, T/fßHpÄy ^e ftMß Zahl, 
oder uy eine rationale Potestät ist, u^ nuTieineD 
einzigen Werth, u mag; sein wü» man wilL: Xst 
hingegeil / k^ne g<infte TMH^ lOadern t. 8» ein, 
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Brach T-^ wp^m und n |puze^Z^liIea.be4«iil;eii, 8<^. 
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gfader;j3tii^3fct) iannee «ii«r r«elle^ gleiehe ttüd den^ 
l^Mkb«^ nMk ««ifiq^geft^^ und sw«i' 

Vena. n/^iB04^oh.^KyiidftUf»$^/voa € ist.- Die 

du h^isItV * 0ie haMn «Mmiiidi^ ''^Mn reclleii < läid 

^eo ima|[ii]Mirea Th^il. ^ iir^n eiile t^faglRräS«' Zhil^, 

nnd II pödtjhr^i^o hat u^yittier) seinen n WeAie%^ 

bloss «ifito* einxi^ea gans re^ez^ W^rtb; ' alte ü^xi-' 

fem 'Bi2iMl>r«n d^/form p,>|*^>V?— *«. :Isl} a n«;^. 

jptfiy tuid n gi^ftdb^ so ha«iii^;l;^iiiiüi rcfeÜeii l^/Seitt^^ 

\0oiid0rii witec. ^B«» n.WQ^e% nnr Isax^ MI« 

n>f*2 «in iVid^Kbes 'TOttm^ist^'ssnirei gbicfie^-:iaM|r 

dtti Zieidi»&i üadi eatg^gssn^etoatete^ gans: äuigi^ 

Haäife Wertbe^ von der florin^^g IlT— i; die «i>ii:> 

^ g«Qi sindi TOB dar Forin ji -^ 9 V*^— i. bl^^eiidlioli» 

j j|dgati^ und n .ungrade, w .Mit u7 einen, etuoigen^ 

gauK reellen > Werth f. aUe . ütoigiD sind . ^rcb ;* derc 

rorm /? .+ .<!'/'— X.. In jedem Oßjltt hat uT, oder? 
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li», n wesentlich verschiedene Werthc^ Ist y eine 
irrationale oder transcendente Grösse, welche man 
sich als einen Bruch mit .unendlich, grossen, 
Zähler und ^Nenner vorstellen hann, so bat ti^ ' 
unendlich viele verscliiedene Werthe. Eben so 
wenn ^ eine iiuaginaire GriTsse ifit Alle^ dieies ' 
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'wird.in der Theorie der Gleiclmiigen g^s^igti die 
eidi wiederum y was df^ien G^j^tosWnd {>etriiRy 
Wifibnriwii W äier.WicIcelrFiBÜtlxaaai ^gi;^ 
l|i#f^ Voriänfif /»fl^ hier: nxat beito&t- irerdcn^ 
'4fM^ wei} ia. derHBlMcbiuig «y m'Zy.dBe jOe0^ c»: 
OMMUhii ' QiemUcbe« ^i v^^A j^ aidittiiftiiier Uos«» eioea^ 
eAiideiv mebrinre^ UndMlbi* imrfKlige ▼•» einander.: 
im^cbic^iit^Weräiei'IiliImi keim,: * düfflUgemeiiie 
QeMidli|iiilg einer !> il^tflsISt dw Wimlel^lu eigjlitlr. 
UfAinAebt^vpllitffeidil^ ist» dl» Mail, nicbt die £i* 
0eMcbaften der Gnofsen^ für aUe JESlIe luudrikokt' 
IS»^ Srt« dliher ein» XJalei»cbeidttiig'ia^ ^r Beseieh« 
nteg. nl^Owendig ,1 trenn lun durch idP! blew .et* 
nniiWertb der Gifö«s»; %/ .oder- irenn man aSa^erw^ 
idti«di9len Weztiieidi6xiieHien'be»ieh|ien inüL O»; 
efteil die Beatinmung des. -vwadiiedeiien Werüie. 
rx,'diirch Winkiel^FnotioaiettgeBcbieliVta kaim» 
•daeaBm XJnuftandeveaM hei der^Tbeesie dieaei^ 
GroiAenvivollslitedigjgflbEuäeU, vnd akd aooh dorti 
eMti weiter die Verac^e^enheit deir ovtbi^D Be^; 
isilridinnng i^orgeacfak^en werden« Bieaer Ver«-, 
adtaub.iiäli.aber ^^ 'gegenwärtigen ^EAt^cMunfeiii 
nieht auf, in ^ö. /hrnrflk j^zi laÜGr-M^ it^mißr mar dtr 
äne ruUe fVmh von z^ wenn ea dnen Boldien^iü^ 
wstandm wird, Giebt es keinen reellen Werth^ so. 
jBeigt solches die Beschaffenheit der Ausdrücke an, 
die . m^n findet Die gegenwärttg^i Entwickelutir 
geil aind in diesem Betracht eigentlich nur vorbe- 
ris^itende Untersuchungen^ die erst durch die Theo- 
rie der Winkel-Functiönen ihre volle Allgemeinheit 
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erhsi\^n uod e^h^pfit wexyl^ii^ W9lcli«i bei dieser 
Gel^enj^ef^ im.yoraaa bemerkt werden ma^. 

.. . . ■ . 
JES^^nt haben wir. tcboB ot|en bei deaBe- 

nem^vn^m bemfrkt^ . dep» die Gröm f im zv^i^. 
eben Sinne genommen werden lißxat^ : nei^Iieli ^ 
Porefiär der YfxkfwH n fi|r den ^Cxponentef^ y^ nm^ 
bIb Logmübnumd des Logarithmen j^ ittr.die Jßasif 
if. Qb^eich in l^eiden FfiUen; x identisfsb die nem- 
liehe QrS9Be ist^ 00 iat die .Upterad^eidtmg dec|i 
i» Rttcl^ipht auf dje Ent^dkelnng defi^ W«i:|M 
der QrSsse % ^ da« heisBt ^ AXff den Aiisd^ck^ ihri^a 
Werths in 14 upd y, diyr^fi Rßibe^, we«.eiitlichj> 
denn sie^b^rpbt dar^» d^A «wei wesen^ch yon 
eiaand^^ Ter^^chiedene Ii^twickelnngen von z, oder 
Reiben für. z mö^ch sein miisaen^ Je,. i|apbdfnn^ 
man y oder n als die Teränderlicbe GrikMB an«« 
tifimmt. Es ist daher .wenigfll^ns gtit, wennr roim 
diese. Unterscheidong ^ncl^ dui^^h das. Zeicfaj^ der 
Grössen ansdxlieken tiannp/ Dieses ist« ohi^e>^, 
nenes .Zrei<j%ea ^niB\if%faren , auf, eine n^cht be-» 
beseiehnende und nf|;ilrJichf ^eise xnpglf^ M^. 
maehe neniücb, niqht. bloss hier, sonde]m;aUffine^. 
die y^^p\% immer Torzngsweisa iifff«nt$^ ^^ ii^cft^ 
als vßSffXKiiMs^^^ indk^Zaed^ Sc^f^i 

giq|eii dfumd^ zu mä»4^i,, so* hat man.^e «u^(^-* 
liehe Vo^s|;ellang de«aen; lyorauf . e§... n^tpii^gtf > 
Nacb,die5er Regel würde, ^ 
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'BezeichnuTig d^fobestäteHt 
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ft =±: ö- 

1. 5 

( 3-= u] 



X =±: öT die y Potekät <!tar Wurzel u 'üiäa * 
y den uLögarithmändeii Von y ' 

bezeichnen. ' . - 

In der Regel wiftl diedfe'XJntemheidting nicfet 
noth'^endig sein. Eis ist indessen gut, wenigstens 
€in Mittel zu haben, sie zu bezeidhnen, um davon^ 
gelegentHcti ^ wenn es ierf orderlich ist, Cfebrauch' 
zu ihaöhen. 
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II. * Den Logarithmus *^ einer Grösse, also die 
Grösse K in der 'Gleichung u^ ats ä, bezeichnet * 
man ' gdwohnlitjh durch das tror z gesetzte Vyört 
Ipg; also durch y == log z. Diese Bezeit^hnling ist^ 
abrer"' offenbar unvollständig und uhbestimmtV^enn 
die GrösBfe u, von welcher V 'eben' sro wohl als vöu* 
t abhängt, 'Wird durch die Bezeichnung gar ' nicht 
au^edtHicbt; > kann fiir das nemUche i'^miend- 
Jicfi' viele -verschiedene We^rtlie haben, * je nach-' 
dem-^ die Basis u ein% anderh VVisrth hat. ' Die * 

Bezeicfaning ist' also ünzureichenu und ebei^ so ' 

..,•■■ 

niaiigiiltiaft, uls \^enxr man z. B. die r Pbtestat von w, 
statt dtirdE uT, durch .^odet sonst aul irgebdieine 
Weiare, öline'zi, bezeichnen wollte.' Dieser Mangel 

' ., "Vi"'"''- ' ' * 

rührt' vielleüht nocH ' aus den ersten Zeilien der * 
/üialyisis und der Erfindung der Logarithmen W, 
iVo öiafn Stillschweigend unterLog^Hthirie äeii Öt^-^ 
gischenr Lögarithn!eh, desisen Ba^is'io i^t, "also die 
Grösse r ni-der Gleichung lO^ == z verstand,, in' 
^efchter CHeichung also die Grösse u den iiestimm-^ 
ten Werth lo hat. Man war nun zwar, als man un- 
ter den unzähligen Logarithmen, die möglich sihd^ aus- 
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LögaritAmfn uj^ Loßonthmcmdeit* 

seF.d^imjwig^a mit der Batis lo^ B0ch den sogeimim- 
ten natürlicben oder Neperschen Logarithmen, des- 
siBii Basis; die man mit e bezeichüet, gleich 2,718 ... 
ist, liemerkte,^ genSÜugt, wenigstens diesen 2^ tin- 
'terscbeiden. Man be^eiclinete also den Briggi- 
scheii Logarithmen durch Log, oder log und den 
Neperkhen durdi lg, oder 1; allein es ist leicht 

\ einzusehen, dass diese Art £u distinguiren Thdls 
nicht- zureicht, Theils vrilUürlich und folglich 
yinmathematisch ist, indem es nicht zwei, sondern 
unzählige Logarithiiien rbn' einer und derselben 
Zahl giebt. Die gewöhnliche Bezeichnubgsart kann 

V nicht damit entschuldigt werden, dass in der Regel 
nur die beiden Arten Vo^ Logaridnnen, die Bri^- 
gischen'^und 'Nej^erschien ^ "irdrl^omiiien : Dieses ist 
ti6chitens da der Fall, wo die Mathematik för 
irgend ein Lebensbedürfniss angewendet werden 
soll. In der Mathematik seibist; und überall wo 
maii' dein Gegenstande ' auf den Grand gehen* will> 
.koinmen^ allerdings alle' nur mögliche Logarithmen 
Vor tmd es ist also, wenn man nicht durch Wbrte 

' die man unnützerWeise statt eines kurzen Zeichens 
zu setzen gezwungen wird,' in Verwirrung , we- 
nigstens in Dpnlcelheit und unnütze Weitläuftig- 
keit gerathen will 9 durchaus nöthig, eine Bezeich* . 
nung zu haben, die den Logarithmen o^cmsm, 
dso die Baut mit uusdrückt. Ich habe früher, xfa- 
tnentlicS im ersten Bande meiner Sammlung ma- 
thematischer Abhandlungen , B^Hn bei Maurer 
riit'yS» äöjp. Vor^eschlAgenv die Basis über^ das 
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' 'Bezeichnung tjStr Foteiiäiimi^ 

Wort log zu «el£toy und abo «• B. Üe GtSüe 

* . ' - ' , • n • 

f in der Gleichung; z =s u?, durch jr zss^log z w 
beeeichnen« Diese Be^eichnuDg druckt aUerdings 
ans, was^nöthig ist; allein sie ist nicht die conse^ 

^ gnenteste und beste. Ich |[aan oieinen eignen da- . 
mdügen V;orschIag nur mif: der^ bekanntlich leidet 
so aUgemeineUj fast unüber\vindliohen Macht def , 
Gewohnheit, die so manches Gute suräckhält, <;nt» 
•cbuldigea. Es wäre in der That wunderlich, wenfi 
man sidi> während man in. der 61eichung> ss y 
Potestät von u, das was die Worte ausdrüt^ke^i 
kureweg; und passend und aweckmä^sig durch das 
Zeichen u7 andeutet» um ans dijsser Gleichung- 
p^ 7=: z eine andere vOn den darin yorkonuneoden 
drei Gtössen Up y^ z ausEudrjiücken » eines, eigenen 
Worte» bedienen wollte, UQ|peffihr ebeu,so^; als 
wenn .man s* B. die Abscisse einer Curye durch 
das Zeichen jt, die Ordinate aber ke^eswfget 
durch ein blosses Zeichen, sondern durch, ein 
Wort^ %. B. durph Ord«, bezeichnen wollte» gerade 
als ob die Ordinate etwas Tor dfr Abscisse. voraus 
hätte, oder schwerer» oder weitläuftiger «u be^ . 
I^fen wäre, als sie. Dergleichen Incoiisequenzen» 
so unsdmldig sie zu sein, scheinen, sind in der 

' That wahrhaft wichtig und von den bedeutend- 
sten Folgen, besonders für den Unterricht. Wffim 

* nenilich der Lernende sieht, dass der Lehrer mit 
einem Gegenstande kürz verfahrt und denselhm 
di^rch ein Zeichen abfertigt» so bekommt er M« 



Logiärithmen'uhd Logarithmanden* 

tOrlich Mudi tiiid dieser, üBerall das sicherste 
-Mittel, das 2iel txk erreichen, hilft ihm eu gesuiir 
der und' richtiger Einsicht. Sieht dagegen' der 
Lefnendfe, däss ' der Lehrer einen ^ wenn aiiiJk 
noch so nahe* niit dem vorigen isusamihenhängen- 
den und damit vcfni^andten ^Gegenstand umstündli« 
'eher bebandelt, nnd eine Auszeichnung für den- 
.selben, sthod in der Bezeichnung, nö'tliig findet: 
was anders kann er gl&ubeh,^ als dass dieser 6e- 
genstaiid von anderer und Tcrwickelterer Natur 
sei als der eritd? lAan darf daher, wenn man 
Gonse^ent sein und ^^rch'die Zeichen die Deut- 
licUkeit der Bmri|re b0fördor%, . nicht sie vermin- 
dem will 9 keineswegs^ den Lo|^arithmen vorzugi^ 
pfdH durch eii^. Tp^f^setKtes Wort, .sondern mau 
nam ihn noimtnäig ebenfalls , ganz wie die Pote^ 
etat, bloss durch eine bestimifit^ Stellung der in 
lledhnuhg kömmenden Buchstaben andeuten, um 
nicht' äen 'Vergeht eines Unterschiedes zu erre- 
'gen% der nicht Statt' findet. Wie dieses letztere 
geschähe, ist zwar, bis auf das wa3 schicklich 
und" gescliickl ist;, wiltkürÜch^ allein' c!iifc&e2ae hloi$e 
TStiBung dir Suchitabeny wie bei den Potestaten, nicht, 
tun es zu 'wiederholen, durch ein Wort, oder der^ 
gleiclien, num der ' Logarithme bezeichnet werden, 

aus dem Grunde • weil er mit der Potestät innig 

« • ■ "* . ■ ' , . '. 

zusammeihhangt , gleichsam nur eine umgekehrte 
Potestät ist. 

Das natürlichste scheint zu ^ein. eben wie maii 
bei 3er PotestSt^ den* tlxponenten^ welcher die Ne- 
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bengr 0*886 i8t,, .in 8tO, fern die W^ireet ab die-Tei?-^ ' 
änderliche betrachtet wird« recbterlMUid«.etwaa> er- 
hpht an die' Hauptgrösse,) ,die Wureel aetet». b^ 
den Logarithmen die , Basis/welchci Itier d^Ni^b?i|- 
grö88e ist^ in^o, feni map den L9^arübüi^nd,e|i 
wie gewöhnlich ak^ .die I{anptgrÖ8$e »betcachtirf^ 
ebenfalls etwas Erhöht neben die Ha^ptgrö88e^ an^ * 
^war^^znm Unterschiede, statt, auf die rechte . auf 
die linke Seite tu setzen , also den u Lo|parith- - 
mns von z. wenn derselbe y heisst« oder die Grösse 
y ans der Gleichung uT == Zf durch , - r ^ 

£a bezeichnen , so dass also, in V^i^Ieichnng tdt 
den alten Zeichen, ^ ' 

log X (für die Basis u) oder l?g z W ^ '^ 
ist. 



t ' 






Diese Anordnung ergiebt sich, wa^ das WilV 

."■ ' .'' •• »'•' 

kürliche dabei betrifft, so natürlich und von selbst, 

I . . • • • . • j 

dass man, wie .es scheint, wenn. man von Dem 

' • -■ 

. ausgeht, was die Natur der Sache verlangt, nicht 
leicht auf eine andere verfallt, und was den. a£* 
gorithmus betrifft, so ist die Bezeichnung so vol^ 
ständig und zugleich, s# einfach und analog mit 
der der Pötestät, wie man sie nur wünschen kann. 
Das Zeichen **z ist (in so fern, wie bis jetzt im- 
' mer der Fall war, die VielfachhWt der Werthe 
der Potestaten noch nicht in Betracht gezogeii, 
wird). auf das vollkommenste bestimmt; denn der 
iiogaritbine cTer' GfÖMe z für 4ie ]pai!iA.u i^t eii^ 
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^ den u Logarithmen des hoss^xi^hmaTkden % und 



1N^^^ U^fcti^tei^ '^BegrS^ ^ £K(e J^e^cAniAi^ MV 

also einCach, , analog,, bestimmt \unfl voUständifir ; 

' daher werde icl^ mioh derselben hinfort bedi^nen,^ 

, , ßie ^deutunjf ,, ob„f Wer ,u .^e H/auptj^össe, 
^*!•?: *f?^9* i;^ö ,6ie nötlüg i$t^ Mrie4er^.^^i^,.in^(;.); 
daj^pr^lv .geschch^n^ d^ss • man dif ,p^i?|i{;5r5Ös^ 
in die ^ Schriftzeile setzt, so daas mai^ial^o^wean u 
diejenige Grösse ,w^re, welche.als veränd^rjic^^jie-. 
trachtet wird,' yr;= i/^ -splireiben mUssfc, . ,. ,x' 

Es würdb also ;; 5,^/ ^ . 

' ( w* den s Exponenten von u t)ezeichnen. ) \ « 

In der. Regel ist die zwiefache ^Bezei<iDhnang 
nicht nöthiff, sondern nnr die erste. l»K^4rW*ii(?. 

. kq^nit,,nur,Tpr, wenn ^^i^e . TJntftl'jpigj^atigT 
uf^jfäfjglich i)othwiBi^4ig jist} .spn*^ fi]^c,t.4^n?.ex:r|di^ 
erst^ Statt. 

m:' fW ä^i' ÄüsdÄ" 4er 'äriften ferösse a' 
in der Gleichung uy = z ist eigentlich, in so fern 

^kein besondei^s Zeichen nöthig^ als aus der drit- 
ten Grundbedingung für den Zusammenhang der 
drei Grössen (7.) nemlich aus der Grundbedingung 

' (iiy)]t = u^^ p= Ä^, .weim man — statt A setzt, n ^ 

X 

=: u =: z.y folgte so dass ako auf der Stelle u. 
auch' als Potestät yon ä ausgedrückt werden kann. 
Indessen kann ein besoiideres^ Zeichen doch in 
mancben Fällen seinen Nutzen haben; Z; B. weil 
es , wie Wir sehen werden , nicht unbedingt, nö- 

[3] 
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ti S5 x^ £tt entwickeln )\ sondern auch noch änderet 

Cntwickelangea* von u S£att binden » die nicht vin- 

t mittelbar BUS dieser Gleichung folgen» Man könnte^ 

in ^di0sem ^inne, in den fallen , wo es nothig i«tV 

die GrOftüe u zu bezeichnend etwa, das deichen' 

.' ... • » *. 

der Potentsten ttud LogaVithnten nachahmend V «die 
Grctsie y läber t set^en^ und wiedierum die Haupt-' 
grosse jedesmal in die Schriftceile stellend Auf 
diese Weiae würden 

X die y Wurxel der Potestat z und 
jr die z Basis des Logarithmen y 

' IKe iSeeUelmmig darf,' wie gesagt^ ' iiiif ge-'^ 
brapicht w^rdeÄ, wo eine Unterscheidung voti der' 

Grösse 14 :^ x^ nothwendig und nütidich ^st.» , 
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BHtwickBlimg dfft, Töteibäteriy £0- 
sqrithmm und TjOgärithmänden^ \ 
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Vorstehendes wäre nun das System der Definition 
f nen^ B^nennangeauqdBemchunngen der drei, daroh 
Sie' Gleichung^ i^r ss s; und folglich durch die vier 
* Grundbedin^pingen (5$ 6^ 7, 8.) mit eilianfler verbun* 
lenen« Grössen u, j, z. Wir konimen |et£t «ur Ent-^ 
Hfid^elung derselben \ das heisst , eur A^fstellun|p 
von allgemeinen AusdlrüclLen ^ vermittelst welcher 
lieh die Grössen, jede durph die beiden andern^ be* 
rechnen lassen* 

; Oben wurde erinnert, !dass fiU¥^eilen die £nte. 
wlckeluQ^en nicht vollständig;^ und nicht naph ei* 

' nerlei Methode, oder mit fremdartigen Vordersätzen^ 
1^ B» die EntWickelung 4^r Potest^ten, vielleicht 

^^combinatorisch,* oder nicht für jeden beliebigen 
Exponenten} dagjegen die Entwickfdung der Lo«- 
garithmen durch Interpolation oder Differential« 
Rechnung , und die Entwickelung der Basis' o4er 
Wursel wohl gar iiteht geschehe. Es i#t also 
möthigy eine elementare oder gleichförinige lUit- 
wickelung<naplv einerlei Methode^ ohne fremdar-- 
tige Vordersätze, vollständig' und strenger aufsu- 
stellen. Dieses soll jetfit Mos s dnrtsh einfccfae Ope- 

^» rationen der Buchstaben^ecbnung , und «War mft 
Httlfe der MerAe<fe der lintotiminiea d^f/idinfenrga^ 
schelui. Diese iMethode ist der Vorftttglfehste u&4 
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Von* der daethode 



• ( 



der Nerv der^el^n, . iijdcwn auch die g^sammto 

Functionen-Theorie, Oder die sogonanute Infinitbäi- 

mal^Rechnung, genau betrachtet, einsig und allein 

auf ihr beruhU Die umfassende Wirj^ung dieser 

' Ifteuiode^ welche man 'wöLch Methode dir Voraus^ 

stfzAm^^ <»der Voraussetzungs^Methode nennen loniife; 

ist ip der That'zu Wenig anerkannt, ' und ihrem 

Erfinder,' sei es Descärtes oder ein Anderer ^ ge- 

buhrt das Verdienst,' das eigentliche generi^eüdc 

Prihcip der Analysis entdeckt, und fol^ch ötich 

^le^ währe, Theorie der Differtnlial- ünä Integral-' 

Rechnung vorbereitet zu haben. *"' ' ^ ' •* 

• • • i ' -' •# 

♦ • • • • 4 - t .j t i » . f 

Da die Methode der unbestinmxten Coefficien- 
ten von 80 grosser Wichtigkeit i«t, in den' Lehr, 
büchern aber »iweileh kiauxn aU etwai Wesöntiiches: 
sondern gleichsam hur 'im Vorbeigehe«' berührt!, 
uh4 ziemlich urierÖrtcrt gelassen 'wii-dV ßo ^nfseW 
wir hier zuförderst^ ihrer Prineij^ieri ühä der P^st- 
Stellung derselben kürtilicÄf erWahnin. ' ^ • i 
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>;:,^#|2 der MetkcHiß ::rff/v unbestimntfm 
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> 9 Die V^rauju^imstm Makodz ^der d|e: lUi^h^de 
Ar iin*«imm/€n. Cotfjkimen besteht ., d«ryi > da8*i 
wvNQQjWan' eine abhängige Grösse« eMlyickeln will, 
fbx- di^' entwickelte. GrÖs&e einen Ausdfuc& vo« 



' » 



<ibr unbesUmmt^lft'CöeJjfkienten: » 

.^ Form , aber mit unbestimmten Coeffid^nfen^ vdiK- 
^aüJM&ztfA^h £• ' B.^^ne HWbe. die natih i^n'em'oder ^ 

tmkA iäebi^k*en^eme&teit^^'abhäii^eti'^r$9de, gti- 
w(>bnli€h iiacb den ratiomikt'PGtmak^ tf«tf%r'EM^ 
mente, '^fi^äir^tetj WkVic der Bedkigttn^^» dails die 
voefficientien dieser J^otestaten y | die Elemente selbst 
läiHt mehr enihdien iolkni jalso «^iUe Reibe, in #elcMi^ 
'affiea; was wn den EleiÄ^ntcö, nacbifrfeicbeÄ' lAJe kät- ' ^ 
TfHcb^Mng' ^^cbidlt ; abbäiigt , • vom Uebii^ed rfbl 
^ekohdert und in %estimnÄer, eiiifÄeh^ Ärmy^iHef 
^t^^gtf 'in ratiöhAleR PeleatSteiv der-^Mrn^te adsw 
gedrückt ist Auf« diese Weise ha?t^ dft iSfcethode . 
scbon>sogle^el]P äjm gi^^ir VpYthlÜfJ^ dass^^man, ., 
^vFeritl der R^staäite wilttfirKclJ; ' ^ Wit: mMT 
^ sie '^i^öfat iGind bfäuciit^;^ im Voiftftis^ besttmikefl 
kann ; 'Waches -RS« 'dii^^ 

fiTö^n^^mcht der' Fall '^stV' itö'matk das>te«ittfta« ' 

v&lleiclk in ^itfer F©i%n findet; Üh m dem'*Z>wred^' ^ 
fern« b%qiieHiirft.' ^ Ist Üb^ 
F&rnf Äicht J erlatibf , äo ma^fs-lias RiöiüKät ' de**^ 
Ciiifwiclelang «^leh^ nöthwe^di^ a»f»6i^ü,i tsU^ 
aie' Methodö' fuhrt »tigteich' das \MRteFi«fei^ PHi*' ;^ 
röäg • Aa* Restiltafie iiiit sich. - . 0asa di^eHm «m-' ' 
beschr^nlLt Vani^lßnd&^' ibt , liiäet h^in^i^ IZv^blfi^V 
%eii J sobald ÜÄh ^ '• Hesultet' mft- - vfillkäÄSdig 
bfestimmten Grösseh erhäjlt ^ ^oin Bed^ken ist; 
däss'soidies aueb Wirtlich eiist/rh' 'dfenn ' die voH-f ' 
ilS^tfig^e iLenntniss der Bestandtheile uhd £%eü-^ 
Schäften eines Dinges giebt gerade den strengsten. 
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Dl^r . «tnfaebat0 Fall ist, wen» ^i»r%oi^MM^g^ 
'«•iBle BeQif nur nftcii ^ern JElmrento d«r ^fp^^ 

> s 

, 5 ifi. / ts^fix^üi h, ^^; ^.. .) - 

'^44e V4fi.;(l€m Elenibeateii: Xy a^ 3^ c « • • » auf iN 

'' jf^Ani^ß l^eite, jedp^h so^ abhängt.^ d««»- dto 

£)f|piieiitfii X, 9, fr|.c,« • • • von dnqnder untihänglg $inA^ ge* 

ge^nvv $ViU ; man, dies» Grjii^af nach einem. der 

• £Iemei|te/,,ft4 B. naob «, entwickeln^ so setae maii 

da(t(pdie Heike / 

lS(»ir#u8 .und nehme an^^dasB ,die Cpeffic^enten at Pf * 
f»^^ ^ :•: * i kciin fC wej^er^ «on^ern blas« «y.V<^»**,« 
en]^aljteiif l^fea^s gel^t up^streitig allgemein ,,mti4 
i|l^))edMigt ap} denn ist die VorausseUnng e|:ym 

. nicht e^l^^ht ^ das heisit : ist es etwa nicht nvKgr . 

. M«^^ . di^ Grösse j in wie. 9(e^ie. von ^diesef fcirffi^ 
tkTß'[^n\jiifik0ln f , ^ender,n i^o^a vielleicht eine an^ 
dei^e Fc^rin ^genonpnen wrerdea , so inuss , :wenii 

" maf^i anders y4)n hier ab richtig. rc|chnet| das, was 
man für. », ßy j^^ Ji • . ^ . findet^ den Fehler, nntfa« 
^^idig anai^igen.. Findet man für u^ ß» ft i • •^^ • t 
hesÜiQimtey and; V4>n x wirklich nicht mehr abhaa#. 
gendf .6r(iss^n, so. ist gar kein Zweifel, dass.dii^ 

. EntwiQfcelung, wii^klich Statt h«^^. weil, wie schoii 
gesagt, kein.. Zweifel ist.^ da?8 Etwas, de$»m^Owß$ 
sicA angeben Uis$ty exi#tirU 
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't IL'' Niib In^w -itiMll lillemal^ ^ iirÄtm däe 'R«d!^-^ 
ixAsg* eki 'Bflüilltat g4bfdn soll , eitied' s&^^eiVbl^ Ant^ 
ÖMiök ®r y voü A^t aifatdicBen Fontf lürbeit: » We^ 

tip«^i^ inan der' Grt^ro ^' etheix ^athttb^tatti «•' R 
ik^bdteit^^ und die vei^dette er£Me ftüf^£#6eerifA 
Arr eiltwicjkeü 'y \ also t^ei ««iWa ttit uhliutiitv/mh 
€<)efficieiiteo aufstellt, inrelche beide die-ratiopalea 
Potestätea Yoa A. aoaserdem aber ^weiter keio.ft 
enthalten. Dodi kann man, ^aeb den Umsländen^ 



äucÜ auf' anderen Wege zu eiüer zweiten 
ipelangen ^ ^norauf es hii^r nicht ankommt« 

;-' Man sielle sicbalsa Vor/ es sei'eiM 

RiMie fai" 7/ ebenfalls mit i^&tionftlea Petes titen-rök 

jr>«lud iibb^timmtiM CoefBdenten, die Wter kein 

itimlbät^u,, Yorhanden, U«ö <«ne Heihe von 'lAei^ 
^t^tftiöl ^ .' • ;. v' .-/ /:• .. ^ • ', ' .) 

; - .. ■ .. ^ 

Paa»n,bst man» .weil b^jde Eeijbten 4i)^:i|»ili^liiB^ 
^ö$aem Amiv&nkeH^^ diejGIeiebiing: -; . u 

m^y^'iKr jfd«#:M (pelteki #^. i 

^ * Ans dieser Gleichtni^Mgt, ohne besoüdere Be•^^ 

) .i.it , 4 . 
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4Ä^ Ü«^ii^l![d?.i; unter, ?Pifek]Jieji,idie .Gleioh^^1»ll^ . 

erlaultt ^at^ ft^lgestem iVtipdön :miiiseii^ w^tt Fä^» 
.>f«rkom^j»#ff;,;i5f.o maBiftbep diieBefagtus* «u dwa^^ 

nr. Die Bedingung', utiter welcher nur die 
Polgerung erlaubt ist, * besteat darin j^ dasisi nicht 
allein die Grün dgleichung 

£ql^ mi^s^,: .pcmag,, ijräbrend a^ 6,; ^. .;..♦!. die 

S8«pli«bs».,»Ijkfit«0i\ , Wdfre , Wer^hp ^aaprp^iitfi 

.!¥>9#ep]^r4iet;fil¥^bupg.nw^ Wft4rÄcU4ql|.j%;#ea 

dieser einzige ' Werth von x ausgenommen , jdßf- 
gleichen Fä^le ^yorkommeh, so finden die Gleichungen 
( ijO nidit Statt. Dieses beruht auf der Art,' wie 
41i9^<^^'€a«i^iii^^' ^^mbMi ("i^^rdenv ^ S6m ituBin 
nenilich in (i8*> *iöÄ^ -^ eiriMiit-^«tt><> < ''-;^» :'* 

Dies? Grössen, auf d^ ^Midif^n 9i^ti d^rÖlit-' 

übrig, für jeden beliebige» Wgrtl yonx Dividirt 
man durch oc, so erhält man. '» ^ . . 
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diBT wikes^üttk^en ^Caeßicienten, > 

t»n4 man 'orflält; witen nttUn' abermals sc css o «etsl^ 

Fährt man auf diese Weise fort, so erhält man 

■■■ yf>^ltm^J^H ».* «».#«? ga«»» nothw.«?idig, 

y (^5. ) ^guch i^iis4riij*lich f^ir x, =. a g^t^» miiaf. 
Ohn€{ . diese ' Bedingung fipdet.die .Gleichheit ,der- 
Gfössen .ff ^jand ^, /^ .und ^^ y W^ ^\ ^ kfil- 
oe^yegs Statt,; selbst {wena , »^uch diey i^vi^Axm^^ 
voll ,y 1^ alle ja^; mögliche Ä^^ro W^i^e . vw, 



. -^IV;- KustiKitti z^ar^^al^ *w«ln matu statt ä^' 
j^big^i'Horl^bfiiif dör TerhttlbiiÄBe »Mrisebe« cetond^ 
J'j-ß*VM&W^ Y unäC.'^^ .V M^raü mto s. Q. die 
Gleidäm9<i8.).aü£die<6esitfalt / /.:'v 

, brächte, ^schliessen könnte, dass die Grössen ««^^^ 
ß^B,Y^kl\Si^D . r:.y IncK Wöfih'^diVGlci*. 
otpnjbjpvlttr: Xijä: o oltchtlgilt,* deßtalbjAfJxw^n^^ 
eiuahL' giei!e& NulV f»lfH<di wxsiAyfiz=iiB, 'fszC, 

^ .^aketagiiättd.^YoTat^ jx;i verinitt^isl dUt^ 

Gleichung selbst, durch a, Aj ' ßi,M>* letct • ^i^tt^iM 
ausdrftd^en' köhnpn. ' 9ie«9B ist indessen wiederui^ 
nur für den Fall richtig, wenn die Ghfiobtttt^'au^ 
namentlich für /c^sp filti^denn ist , von den 
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iüs^gesohti»s€if 9 so ist Am yhshaW dSte- Gf^ssä 9^ 
RicAt mthr von dm übrigin Orössen mabhängig und 
folglich findet dann weh der Schjuss, der einsig 
itnd allein auf der' Unabbän^i?keit der Grösse x 
von den übrigen Großen beruht, liicht mehr Statu. 

' V. öagegen ist vdie Methode tein^firegs auf 
dtetf fItH lyesdiränit; %eflkn,' wie oben, x iä ratio- 
xmleh Fbtestaten vorKommt« Diese besondere Föm 
verlangt gerade , dass anter den T^schiedenen er- 
' Ismbtexi Wertheih Von x, anch namentlich der Werft 
Ntflr seih mnss. Die Bedingung ist fcloss, dasir 
^si vrcteiSe auch die Form des Vorkdtnineni^ ton W - 
sein mag, immer einen Werth von sc, sei es vHe- 
dei^holt immef derselbe, t>der immer ei& anderer» 
^^B^ mttls^ fiir w^Icben^ wenn die Oltichnng unf r 
NuU. gebracht wird, alle Gliedör, bis adf dasete^^ 
verschwinden. Ist Dii^i» / > der Fall^ jso kännea ' 
«lleznal die.Xoefficienten auf dem obi|;en W^ge _ 
gefunden werden« Es sei z. B. allgemein 

Wf> Jf»/ Jf», «Z, . *.* «Abeliefaige Fnnctioiteii vaäf ^ 
a^.^bftdeuCeurrv Giebtr.«« hi^ einen Werth von ml 
der a^clk üueht o sein tna^, & B* p,. för weldbcn 
aBfe ClSeder jr ^e ^.enthalten, »^leJdA 
4te ^ '«0 lerhSit jqan 
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also. n|niiil«hi? . 
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• y y " ^ I 

der unbtuM^thitenCmjJlcienten^' 

Gidbt ei Attn lifiedermn einea .Wertli von b0, mI 
«• Null pdlilBr p, oder eii^ aniderer, t. B« 9» fiS^^ 

welchen alle die Grössen r^r , -^jr . . . - zußldoh^ vei;- 
schwinden , . so erhalt meii . 

und folglich ' , '= . 



Jün 



»'jjj + 'x;-**-» 



oder, wenn- man mit — dividirt 

, , X , -ST» - -•' - 

• ' • . *^ '* , • ^ 

- • ' • - tj 

61^ «s wi^dernm. einen* Werth von 9^, . B« B«' r, 
Ar weicheil 'alle die Grössen "v^» -y- •••• ^ugtäcH 

verschwinden 9 so folgt 2 -.'. '.'^,: '-..lA 

V =5 o« . . * 

u» 8. w« Die Bedingung , dass es immep ii^end 
einen Werth voft m geben nnuesy- fftr ^/fekihm alle 
GKeder, die noch x enthalten^ gänzlich verschwjtlf- 
den « ist aber, imnwf: wesentlich nothwendiff. Ohne 
Aie kt^£n«ii die Cöeffieienten auf (jli^em Wege niäit 
gefunden werden Bei den Gleichungen (]£«) odM 
(i8.) war dieser Werth, der' dggnthündichm Form dir 
Cldchung wtgen^ iUimer Null. Er kann ajier dann, 
wenn sc anders al& in rationalen Potestfcten iror- 
kommt, allerdings auch ein anderer sein. 
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f^m lier Methode 
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VI. Lässt man dieae Eedingongea auflstr Acht^ 
BO kahn man irren ^ und es giebt merkwürdige 
luifd berüfimte {"alle, Mroudie^ea'mlrklick geschähe. 
So B^ B^.'vvirdt in. der Theorie der Winkel-fanctib' 
ü^, ia d^a Le^oiks sur le calcol des fonctioAt 
Ton Lagrange, S., i48., ans einer. Gleichung Ton 
der Form . . s 

geschlossen: 

a = o^ /? = o,' yi=a' o, d-ip= o etc. 

welches unbedingt nicht, angeht« Denn die Glei- 
chung giebt, wenn man' sie Mt iin(n-(-i)x di- 
vidirt 



» r * 

sin n» 



j _, fc - 



• • ^ . •. 



und es giebt «keinen Werth von dc, für welchen die 
iCoefficienten '£ü /^, j^, ^ etc. alle zugleich Null sind. 
Am wenigsten ist solches dar Werth Null ^, denn 
- £• B. weil 
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d^^imbeüiifiMten Coeßidienhen. 

Welche«, für oc SSO, gleich'*-— ist, und nicht gleiche 

NttU« Es ist also auch nicht nbthwen4ig' « ^o ,uml 
eben so, nicHnothwendig ^=o n. s. w. In der That 
ist der Äosdracb, wdc&er auf diese Weise, an dem 
ängeziei|ten Orte, ans der Gleichung * (22, ) ge- 
funden .wird, nicht geiiau. Ich habe iiolchefl in 
iSen Anmerkungen zti meiner XJebersetzüng der 
Vörlesüi^en äbei^ die T&eorie der Functionen' nachr 

gewiesen. 

» 
VII. Von den Fällen, in welchen die voraus- 

gesetzt^ Reihe nach mehreren. von einander unab^ 

Gängigen Elem^iiten fortschreitet , mag der Kurse 

wegen, nur 4es eihfaohsC^n erwähnt werden, wenn 

nur zwei Elemente, und nur in rajtionälen Pötesta- 

ten und Product^i Vorhömm^n^ alfco die Gleichung, 

aus welcher die Coefficieriten «i /?, p^Yj^^y 1 

etb/ gefunden werdch sollieöV etwa von der J?öiFm 

, 25. »4- ßx -f- y^* TT ^^^ ♦ . • .,S= O f 

4yV+4^^y*- • • • . ' - , 

-±.(f"y8 . . . ^ 

y ^b^n^n|;j50o.dei;n.;4vB ncmliclipn bl^ib#«, wepur 
«leb; die yV/erthc tou ■«? «Ä|l7/vefäpd<iri»».i •- * ! 

- 'IMhn kann diesen F<^1 äti^n dbi^',«^^i^Gl«i- 
cbung C%^) oiit 'tietin^' (m.) btih^eä; i^än' 
man e» J|» ys^ rnfc s'^t;Et^if70^,«ine;%Uikttiiiohe 



/ 
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. OfüM« isty fr«U 7 . von sc ' aicht abhSajpV • Diefet 

+((HW-fm«a"+m»r)x»...;=aii .. 

Ist unter den . verschiedenen Werthen Toa x und 
jf ancli der Werth Nnll ^ so erhält man , ^ wenn 
man dc s= o setzt, , welches, yreil miic = v war, 
«war auch zugleich y = Or^iebt,^ aber ohne dasf 
deshalb ifothwendij^* m = o. sein müsste, 



a =3 o. 



*! 



iL 



Lasst ma|i a = o aus der Gleichung w^S» dividirt 
durch X und setzt abermals 0c sss o« so erh&lt'man 

,ß + m/f = o. ^ 
Xben^sQ ...'...,,. • 

f y 4" /"/ + m V =* 

u* Sr w« Diese , Resultate sind aber . wieder TOa 
Neuem in dem falle dpr Gleichung (üo.)* Deaa 
da das willkürliche m bloss ^^oa dem augenblidib«- 
ch'en Verhältnisse zwischen x und r abhängt, die 

I ' • , T 

Coefficienten a» /?, P r' /» />. / *^ • • Aber nicht 
T9a VC und 7, also adch nicht von dem Verhllt- 
nisse zwtee&en diesem Giröasen abhäAgelij 60 foI|^ 
au» €l^B( g^ftetdeaea Kesultatea, ia ^Ovftnn««ick 
unte^ d<6ii Irerschiedenea Werthen, die Vit' habea 
kann, auch der Werth Nail befindet, ''wb*- 
dlfs ,w4rJK]yK»h: de»: £aU, iift, Indem x joftn«./ yer* 
•chwiQdfu ^n^ und uwigflitbrt» «iÄÄ^ltt: ) . • * 
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» » 

En&aM§i^ng der Feiestäien^ 9tc. : 

yiHt .ySfiu die Jorm der Reiben belrifli. Um 
liei der Metko^ mit unbeiliiQiinten.' Coeffidenl^^ 
Ton^OAge^i^t werdm 9 so.lMi^i akb. Mittel ^fiailtf^ 
di0 ffurm im Y^ran« s^w M^ttnunen. Das Men^Mb^ 
sebe Paralli^ogramm gebort, liierker. IiUeasmiat 
davoji l|;ein recbt weseatUobir JBhitMii ^asebnu 
Maa Igaft ntf t 4er BcK^hDupf . atif keine Wei§e> Oe^ 
ßibr'i «n irpen, wenn man auch eincnmpaseende 
Sprm Tonftueet»t. Recboet man nar.ricbtif^ I M 
mUff ffii^b di§'Un)&iilä08liQhkeit'd«rttii aehr bald sei* 
gen^ dass man mU den Wertheoi ider rCbeflciente« 
anC Widerpprücbe (perath*:.. Man er«|pirt.lilidbtena 
dnrcb di^ VeraosbesiimmMg' >:>der SiMhh änif^ 
Eecbnntig. ^ Die Miibe d^ YeranabestkntniBaii^ 
der twm dtfr Reihe käoii Aber leieht ^ gveieeif 
seitiy ab 4^p^ Sreparnisa. ^ f : 

Ditiie^ i4t dus Nötbigate, waf'Yon daA Tda^C. 
«ipien dev Mttbjpde .mit v slilieatiiümten '. enfip? 
oieoten wa b^pinrikm ^ar: . Hiermit bönnm -ririß - 
III)» «B den.Snlnliekelangefli srtbet* über j^ebe^*: ; r x > 

4nioeniung der Methode der ufj^bestimmieH - 
Cüeificie9teii 4iaf die -EMurieJtelunf der P(h 
^ • test&ten / iä&garithmem und Log^ritk- 

' mandeh. 
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JSahl der fiier yorkOinmenden Entwicke«! 
l«ligeft iit AtcAa» Die Griindgleiobung^ 



\ 



. Mntu^kelung; der^ P6t9st^eny\ 

flithäh nemlfoh drei an sStÄ Mlftst; yoja ' 'eiban- 
d#^ QB^häiigi^e 'QiSmn. Darek die- GVAxHaxiä^ , 
\AV^4 A»r drei O^öwea von den . beiden' 4i»deni 
a^hängi'g^ älsxy nmss }ede: Grösse ^dardl dir »beides 
aüdsra eotwicluit 'dd^i? aoBgedrUcfet iWet|den Wo* 
nenl Uaid da sim ^di'e Entwickelun^ nöthwendi^ 
bei' jeder. Grüsse 'auf zvi^ei verswhSedene' Arten' mög* 
Uch'Sein muss^ je nachdexn man die eine oder die 
AttderP • Grosse als ' ^e'Hauptgrösse, oder als^die^ 
iTevändeHich^ betraelU^.'W ist die Zahl der xfothr 

- '>: « doIlen^di<^£ntwickeIaDgfe|i elemei^fifp iifid soy 
dasaähr ZaMfeimwfenhgiig anter einander nftd^init än^V 
j^anD.EBtwiclLelnüjgflsn sichtbar ^emaeUt wird, geiK^he^ 
Iie^^fD^iiBs isüvory dureh die Metb<3ide'd^ utälyestimmi' 
tea Coefficienten , dasjenig^e allgtimelü« iPriteip der. 
EnbSctelaBi^ einer abiiKilgigen Grösse, 'nendicli das 
Geseti^ der \A:blnixgi|^it ^zwiscken^ den Co%&icieai<|ii* 
eiaer Torausgeäet^ten^eihe, V^^ldles^^g^eihsMidlgetiieia^, 
existint^^fißstgestellt M^iMno^ Dann kiiid die 'bbsaildeviif 
Entwick^ungep nur einzelne Anwendungen des all- 
gemeinen Batzen« '* * ' 'A > • -r^ 

Wir wollen indessen die' AtfrleU)sA{f<>)>§n^$.«l^ 
gemei^ei» ..Satzeis fi||{\d«(;Bi j^t^enbljc); ä1ie^i#tiii;^ bei 
Seite setzen, und die* Jü^th^e der unbestimmten 
CSoefficienten auf den« gegenwärtigen besondern Fall 
^in^eln anwenden^ einesi «'Theils^ um die Möglich-^ 
keit ^ü zdgen', dae • gegenwärtigen *£n|iifgjj4i^elliigen 
auch an und für eicb^^ bloss d^rch.^dBß]\lathiNtoi 
der unbestimmten Coefficienten^ auf eine V^Teise, 

/ die 
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fiO^^U^men^ LQgarUhmamhn etc. 

die ^lan f^^w-öbxilich elembn^iar nennte an&i^stdll^ 
'und eiiike^ cm« d^ andern her^uleiieny .a^deroi Tlidlf , . 
um anchäii dem gfgenifövttgTO BcüpieJ». 4eD iVw - 
#ag allgemeinet* vor besondim Methoden ,sicbtbar 
%n ipaoheö, nnd £U zeigen^ in welche Schwierige 
kälten man sich Terwickelt, wenn man beimBeson-* 
dem stehen bleibt, und niclit , ^ü^leicH zum AUge- ' 
kleinen übergeht, und wie einfach dagegen Alles ' 
wird 9 sobald man das Allgemeine voransschickt. 

' ' ' . , i >• , » . j ' ; ' 4 , 

Dasis die «echs Entwickeinnge.n nicht von einan- 
der unabhängig sein können^ sondern, dass' sic^ eine 
wai die andere mnss bringen lassen, ist leicht su, 
seilen^ 'weil die Grössen ,' die dabei vdi^o&itiieif, 
mit einander ^Verbui^den sind» In dei) That lasseh 
•ich die sechs Sntwickelangen , . in so fern es auf 
den letstezi OrnnÄ ankommt, auf ^ne mzige 
reduciren, nnd die iibrigen sind blosse t^^waÄd- 
Itingea dieser einen« 

Es Mt selbst gleichgültig, welche man zu ctl^l 
^er einten' Haupt -Eatwickelnng nimmt* Am eiil- 
fac)i«t«n r ikber ist .es , die Entwickelong der Sote«^ 
stät^ dinren Resultat man. auch ^ in so ^ernJna^ 
cur Wurzel eine zwdthäBgf Grösse niipmty ^i^fcm»- 
fcftcnifArso/fc .nennt , zur Haupt -Entwi^krtip^ftg «u 
knacken, weil sich aus dieser al^e ü^rüfe^ ^^n^ 
leichtesten ablöten lassen? ^ < t- v 

Wir müssen al^o'^ iunS^hst den ; binow^ckea 
liehnats^ S^Vs aUg^Dffein> för jeden beliebigen Werlb 
^ ^ [4] 
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des Et^Wentto >' Btt^njge,, aber ohne fremde 
8St£e> bleiS^ Auj^th die Methdde det nnht^^fnmten [ 
Cbeffi^^n^ und 4ürdl Büchitii&eil »lieiibhüüg he- 
'weisen* ..-•••,* 

-•'••• '■■'"'s -.<•-, 

- r - 

JOer binofnisthä Lehfshiz. 

■■' ■: • ■ • . . • ^ • 

, lÖ. N 

Vermt)gö der iKweiteü Vöü äen yiei^ 6leiciitiii- 
gen (5, 6^ 7? 80» durch ^^khe die Ei^eiüchaft^ii, 
oder dei^ voräusj^esetzte Zusätamenhank der in # 
der Grund »Gleichung - 

yorlUMiiinciadeit (^rossen a^ J',^ äQig0drU9kt ^örde, 

i26. 11^**3^ =5 (a*)y 

I.; M^n setze^ uud^War äufOe^ätheWOhl^ puir 
um >in Beiömel zu sebe^k wie dUi ßechnun^ itri- 
seigt, ob Voi*äu5ÄetMingfen pa^sej^d waren ^ ödj^ ' 
nicht ^ die Grösse u^ sei föig;ötideir Reihe jl^ch 

optef der BediügtLhg^ dä«^ die G6ei96uQHillteil «.> ß, 
<f^ #1 i 44 inteiter kein it i^tuhälten^ oder YOit i< 
Bichi al^iiMngfeli. 

JStt^ die ßroa^eä öj ^, jp, i> . * i » "Vöit' " g«** / 
Bicht ttliftügeii sollen ^ sd kc^neii sie nx&f lioeb ' 
von y. tüd (3i>iistanteii^ dasi hevs^^ tM ynndGrc^s- 
ten abhäüg^Ui die Mr ftlle^ Terj^hiedeüe Wer ehe 
von ujeiiid r die n^mlich^«! bleiben» Dar «tiS' folgt, 
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- Vom hin&mUöhßn h^fi^biäTJbi > 



'/ 



fc. B- k ütid ü*> gi«k, j> äbci» üiigöfeiidt^rt 18«i«^ 
diö Coefi<jißhteii Öj /?, >^j * . i * ». di^ lieirillchöll 

. bleiben mündet!« Mad l^rhHU äUö 

'' ' • . " ■ , . 

, • \ y 4-ttJb^m^ '^ ' •: -r i^ * i- :. .; 



Di0^6 Ciekiiüfig M iii dexli t£ill0 Vöa (61/äS.^ 
'^.^ri^Ylii)^ l^eii ii ütid A lyedei* v^fi (^inaad«f^ «idcii 

V .... ' < 

von D^i /9i fi 8 etc« äbhXüg^ii ; also ist 

I ■ - 
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Coeffid€0ten : in die. vprausgc^eUte lEleih«» '(»7.) 

* • f 



fi8. lÜf Ä 



£n^en , . welche« «LnEeigt , dass die voreiyisgcsetete 
Rei|ie nur allein für y sss o gilt, weil nur fiir 
V = o, kllgeta^ln für jedeV k/w^ = 1 ist (Gl. 10.) 
dass afeö *dieVcibc , ihrer Form nach, nfcht allge- 
mcia fdr je4en ,Werth t<»«^ j^ «aist 
II. e$Jt!?Jj[naii p Reihe 

29. . wf f»' a y + /?y* •+• y y?; • •: • V 

vorausgesetzt^ so V^**^ 



t - 



< . 4. 



uT SS «* 4- /*** + yy* '• • V "^^ ... • 

und tolgUch, wmdge (aS.),; , > s. 

oder, wenn man wirW^ch mnltipUcirt, 

-{-vtyuf^'"* 
TTOraijf, vemöge (Gl. 23.) folgt: 



• f- 



■'rl. 



^ft E= o;^^ also c» =: 
Cf/J = o, alio ß 



also vrisderiiöi" 



. * . ■ ' ; ■ \i 

O; also f s= etc. 
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wie vorhin, 'IBO däsrf Älsodie Form der voransge* 
setzt^ii RWhe/ebcojfalls' nicfht aUgetnein ,. sondern r 



nur fii# y =a o.passl 



> 



/ -• 
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So^ seigt 4i9 Hechimng selbst an, ot» die vor^« 
aosgasetctf Form der Reihe Statt ^findcft oder nicht. . 

^ HL Das Suchen nach der Foi^m der Reihe. 
M' aber* an und f&r ticb nicht nothi^. Es geschähe 
hier nur Reispiel'W'eise* Man kann vielinebr durch 
eine^einfachd Betrachtung leicht yoTaussehen, wel- 
che Form passend ist. Setst man' nemiich in dÜs 

Grund -Gleichung ( 26« ) u "sez Xy so ^riiält man 

.. • • ' 

iT.k7 ao <k)T, also 

• - . • , ' ■■ ' 

5o. 1^ =? 1. 

... '' • ■ • •. ■ 

Daraus . folgt , dass der Werth 1 van u.die Reibe 

für u^ auf I9 also auf eiue Gt*osse reduciren muss, 

, • • ' \ ' ' 

die weder von u noch, von .7 abhängt. £iue solche 
Orösj^^ kaj;in nur ein ein^el^er Coei£ciejat> nicht 
die Siimme mehrerer oder aller s^in , welches. aUo 
die Form 

erfordert, wo sicjh u^, für u=s^i^ av^t i^:s:^€$ redu* 
cirt^ welqhes gleich ^ sein kaün^ . . 

Setzt man nuu m— -1 ?s f^^ so ist 11 zs & -^ v also 

oder^ wenn man' wieder ^ statt ^ schreibt, . 

In diesei^ Form kann die Rejihe n^ö^lioheicweise für 
beliebige Werthe von u und^ passen. Ob es der Fall 
sei, n^iHi sich zeigen^ wenq man fftr tii ^9 Y^ •• • 
bestimmte, voXk y aJl>bäogeade Werthe findet« 



V - 



Warn Mnomi^gAm hefatsa^z^, 

-Vori^u«gf^p^fjBH Reibe C52t), dw ^^di^gimy 4^ 
|L4b9 W ?pi§9i T<*a*tf po^ljärijigi lade«! m Wqw 

yeq y Äfel^fl|i{jfii l|Q||eilr l4«9 Wch >M *, im4 

folaUA ftucU YW 4mi yerJ»ii|tpiss«j&wi«0li0^ 4ei| 
prassen u ^nA k 9H^ m\isfk .^Uq i^i^tiiwm^kf 

{mmer die q^zfijiqbeii Cpeipcieiiteil ^d^n, welche« 

Yertält^lM wf^Q auph ;?5wi«clie«i i* ot4 fc yprws-r 

#<^f;ssen fu^g, mi\Hn nv^ch die^.i»^ii;HQ|ie|i , (Jqefficienn 

ten> ^ei^ii mafp ^t B, |i s? h^ ^nA fi^l^Uck «tatt 4^<^ 
Plei^liwg (350^^ <5McI\M5 , 

«U Urftn^, Gleichung y^r^iW^etisW . ^ 

4e8$9P, weil §^ hi^p «iclit s9iyqI4 ai^f 4^« üWltat; 

. Ml^Omtm, WcScl^fi? INgfit bekannt jstj, hI^ auf 4i^ 

Y^rs^ifd^pex^ igrost;^ftde , 4^8 bei ,4en Iptwicke^ 

w?itep g^feen, fiffeWi "^i^ #^ Rt^hs^m^ den ebe^ 
gWftchte« §cWw« l>«<»tät|^t VWii» v9Ufft 4«b?? 
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' Vom hinaihischen Lnßhrsaixei > 

Dieses giebt, wenn man nu statt u setst, 

. ' ' . -■ ■ •. ' " ' ' ' * . ' 

und vfem nian (*+n)fi 4- nü^ statt u «etat, 

also, vermc%e der Grittwl w GleicbÄug ( $5# ) . 

• «• ■ . " ■ 

p^r9i;is folgt, vrexm man wirklich* multipUcirt: 

j 's ^j «4- « d m' 

Pa^ diese Gleicbupig fftr all« c/, i^uch für u c=s^o 
gilt, 9Q kann liiaii die COefficient^Q ^u gleichen Po- 
testäten Yon ity %^ Folge (J. ^.), gleich petzen. Die- 
ses gi^bt ' " ' ' ' ' 

, o» ?= «» als« <« ?= I, 

öder ' ' 

yjy,n(i+.n) = 2;/'nCi + '*) + 5dÄ(i 4-»)> 
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t^öm binomischen Lehrsätze^ 



oder* 

ßf-'^f Ä 3<?Ä 0?— ?)y = -^-— ^^ — alsp 9 ^ w , ^ — 

Wie man sieht, enthalten diese Ausdrücke der 
Coefficientea >, /?, ^^ • . • «^ sSmmtlich keia n, wel- 
ches sich auch allgemein nachweisen li^sse« £s 
folgi.älso, 'dass, wie. voraasüuseben war, das Ver* 
hältntss zwischen den Grossen u und & für di6 
Cpeffioienien' völlig* gleichgültig ist, und dass man 
also .die nemlicben Coeffieienten findet, wean rt^ix 

auch ein beliebiges Verhälipiss zwischen u und k^ 

* ■ ' ' ' . • 

X. B* (i :;=: il( annimmt« • 

> VI. Die Grund-Gleichung (34,) ist ako wirk- 
lich völlig zureichend. 

Man erhält, wenn man darin 

_ ((i+")^ = Ä+^ii-fya»4-*"'--- ^öd 

((i+2ii+ü»^y=:c»+/Jü(2+ü)+yui^(a+ii)*+Ai^{a+w)»o 



• • 



••• 



•t 



substituirl: ^ 

Dieses giebt^ wenn man die Coefiäcienten KUgl^ 
chen Potestäten von u einander glei<A seti^t, ' 
a* — «, also ce = I, ' 



K 



\ \ 



1 ' 

Vom binoTkisdhßn Lehrsätze^ 



Ä«y+/»» a 4y.+i*, y 



piß'-'t 



42a*+2/?yaB:4y+8i>,3*a=(/J— fl)y, *i 



p.fh^t^ß^% 



i2tf«'4-2/S*-f^y*s=y+*^^H'*^^y*= 



^'5 

^^^^^ - - ^ — -^ - - - — — 



».5,4 



t 

also nunmehr 
S8. (i+u)y ' 

VII. I>er Coefficient der Eins^PotentSt von u 
ist in dieser Reihe noch nicht bestinmit. IJm ihn 
xa finden > niehipe n^an die erste der Grundbedin» 
gungen der Pate'stäten (GL 4.) ur^^ xsur ^u^ 
gm. HiUfe. Man setze 1 -{- u statt u so erhält 

* « 

man ^ . • 

V 

59.. (»+k)y(»+tt)»^ =5 (»+u)rt> 

Nnn hSngt der. gesuchte Coeffioient ß bloss noch 
von dem Exponenten der Potestät^ zu \r elcher er 
gehört 9 nnd vielleicht von Constanten ah; denn 
nach der Voranssetsnng sollten die Coeffidente^i 
n, ß, fy.o * - ' ' I^ein u mehr enthalten. Man kann 
also» den 'Coeffioienten ß für den ExponoBieny etwa 
durch 9y bezeichnen« Dann ist derselbe für' don 
Exponenten ft nothwendig fpky und für den £xp9'* 
nentrn y4-i> 9iX'^k)y weil die Gleichung ffir je^ 
den beliebigen Werth von /gilt« Substitoirl man. 
Dieses in (52.) und darauf die Resultate in <38*}t 
,so erhält. man « 



•\ 



• ■ • 



>■ 



/^ 



Plese« ficb^ venn mao TrirUicfa nnltipUdrt: 

T" ^ — -T %f9 



/ 



Pa diese Gldchunj Itir alle w, auch für üäo 
gilt, so erhalt roan, wepn maa die Coefficienten 
W fßiuerjei P,ote3tätw vpq i* eiuaader gleich a^tat 



U. 8t lIVi 



^> 



» ^ > 

»Da iiur eine dnzige Grösse tertimTßt werden 
«eil, so kann auch nur eine eiojEige (^chrmg 
Aam gebraucht werd^u , ^der wenn mehrer^ Giei, - 
chungen Yorhinden sind, «o mfkfmen js^ nQlhwen^ 
«^ das NenOiqhe geben, tjn der That fjebt die 
«weite ^-l^iobung, ^enn man darin den l^^rtS 
von y,(y+*) an^ der: eristen rabttätuirt, 

miwlf me ^, «uswr der «rsteit ai^iohw^, entbäl«. 
^b«tf «Q mfiis« «t »idi n^thweiwliff mit der diitten 
und den -folgeiHleQ GIeicbVing«n verhalten. 



■» 7 



f^om binomischen lahrs4*(tz(t% 

£i iat «189 pur Ai« eimug« OI«iöIiiia§ 

YUI« Um dieselbe daraus ^u finden % «ets« 

'/ . • » 

^inan, miqli der NTetböde der imbeaiimmteo Coeffi-r 
cienteq, die vi^b^luiQQte Grösse «oy. yoq welcber 
maa blp$« -weiss , d^ss «ie ntir yoa y und yieU^iobt 
.ygn CQpst£iateii abbänt^, «ei in die ^eihe 

entwckeit WQrde», ^Q.4i» A^ ^ , * t • nipbt m^br 
You y abbängen» Findet man Werthe fUr 4, JS^ 
C*.t f , die nicht laßbr TW 7 abbängen, $q U% 
die Yorans^etzung erlaubt« Piese« gi^t^ yrenn 
pian ^ statt y setzt, yrel^ibes angebt , ^eil di^ 
Gleichnng, n^ch der Voransset^ung, für |eden be-? 
lieblgen >V?rtb von jr gilt ; 

dem die Coeißgcienton bleiben die nemlieUen « .well ' 
ftie nach der Yoranssetünng. nicht von dem Werthe 
Yon y abbangen i desgleichen erbSH nian, 

man y ^- 1 ataW y setzt, 

$nbstitiiirt nian die ^^usdiiicke (42, 4';^ 44^ t» die 
erste Gleicbnng (4i,) §0 erhalt wan , , 



♦ f f . 



i\ 



\ 



t 






'•1 



^ 



6o 



i: 



lO« 



Vom binomischen Lehrsätze^ 



I t 



"V^ 



yroraus, vermöge ($. 7., VIIO, \veil die Gleichung 
für j^den beKebigen Werth von u und fe, Null ein- 
gwlil^^s^eo, gilt; 

eben sq Z> ?= o el^. 

folgt. , , 

Xit ist also noUmendig 

yro B eine GrÖMe ist, die nicht von ^abhängt, und 
die folglich, weil sie auch nicht von u a}>hängt, 
nothwendig eine Constante ist. - 

1|X. Substituirt man diesen Wertb von ß in 
(61. SS«) 9 so erhält mau 
46. (i+u)Tc=i+i{ya+ -^ \^ ■ V f m > / ;^ 4 — iun,.^ 

vfo nur noch j9 unbestimi^it ist. 

Da diese Crrösse B weder von y noch von u 
abhangt, so^ ist sie die. nemliche für Jeden beliebi- 
gen Werüi von II und y* • Man darf sie daher nur 
für irgend dum Werth von u oder > bestimmen, 
ao erhält man ihren Werth f»r je<(es Mitbigt u 
und j^^ Dieses ist leicht^ denn man^deCrf nur^«= 1 
setzen; Dieses ^ebt,.weil (i-f.u)^ = x-^u CGIei- 
chung 7O ist, 



B.B^i • . ^:fe— iB— s 



47, »+«'=^*+-5^H «**+-"^: — 

/T .1 ■•• j ■ a ' • • i a. 



u^ 



« • t • 



Hier kann * man wieder , weil die Gleichung für 



lO* 



61 



t^<ipi hinomischen Lehrsätze. 

Indien beliebigen WjBrthyoa. u, o eingescfalOAaei^ 
gilt;, die jCo^^cietiten ui;l einerlei PojEestä^en von^a 
^ gleich setzen, Mrelches . ', . 

46. i JB.j»— VÄÄ o 



Ji.S^--i, J8— 2 ABS o etc. . 

glebt. Der Werth; 1 von 'ß, welchen die erste 
diesei* Oleichüngen gifi^bf, thut , wie g*Bhörig, ancb 
allen übrigen Genüge'; also ist unbedingt. ^ • ■'* 

■■ ■ 49. B'^h." ', •' ' 

X; Substitnirt maii noch diesen Werth vbn 

S ift (46»), so-erWB*, snati - « , 

' ^ - .' ' ' ' 



y»y— t.y-^a ^ 



^♦5 



U' 



• fi* 



■« i 



Setzt man '^ ' Statt u^ so erhält man 

Öder, wenn man mit uT'mnltiplidrt, 
61. (u + t)y =Ä 

XI. Dieses ist der bfk^nte binomische Lahr*- 
sat£ in seiner vollen Allgemeinheit. Der Torste« 
i(ende Beweis desselben ist durchaus ^trengfit,. un4 
nirgend« jan irgend eineifi besondern jWerth von^.cf 
qd(;r jt geb?ipden* Er gilt^ die Wur^l u odar deir 
iExpo^ent ^ ^^ägensein^ was man immer will: ganse 
od^r gebipochene , positive oder negative Zahlen^ 
transcendente oder unmögliche Grössen. Das Eix^n 






r . 



/ . 



\ » 



•» ^ 



62 ^ ^ .1» xo. 

f 

. F'om binomischen Lekrsatte* 



• > 



die Be#tiimnttii j; de^ allgermniH Otkdn ^in^ Rlezfi 
würde ndihig «eizii ddfid iiidn MaVOi« allgemdh deü 
Keilten «Attfldrückföir tätiönak Poti^iltäteii kettüL 
weil dieselben In der 6lei€!hun(; (S)"«) voi-koititiieii. 
Diejsen kimn luati bet^anntlich elem^ätar finden, in« 
deiä mmi £» B. fui* (i-f ^)'S wO n 'einö günl^eZTähl 
istj n6ck, dei* Ml^thodd d^i* ttUbeatimthiett ipoeffi« 
denten/ die Keibe 

lrOranf$etet^ dieielbemit X^u multiy^Uoirt^ w^chdl 

^ebt und MA dem tlniitände, daAd^ Wi^ inää si^bi^ 
wenn dei* Sitpmieftt uxä t tieigty A viü t^ B im 
Ay C um J9 etc/ wächst 4 d^ti AnadVt^k diesem 

Wenn auf solohö Weis« dii# 4iUg;iitt^# CU^ 

. de^ fidhetif'Äusdrttckd fai* i^aiiottftk.pcitQatätett g^-^ 

funden ist^ so. kann män^ vermi^ge^ der Ol^^pbtiüg 

(S^l) auch £11 dem ali^emeinen Ollede deä fteibi^ü^ 

^ Ausdrucks ftif beliebige l^otestäten geläug;em £in6 

Xiüöke bat daber der obige Beweis nicht ^ £K>nd^ni 

es ist durch das Vorstehende erwiese» ^ dks^ dei* 

Beweis d^s binomischen Lehrsabies^ iu der hoieti^ 

' sten AUgemeinheitj biöss ^rch dief Methode dei' 

unbei^mmten Coe%ieDfen, wenig^täü^ WSgMi i%i\ 

daii heisst « ^% \sk beiiri^seu ^ däss sich di^ dufch 

(i4^tt)^ bea&eiehnetej vou litmdj^abhängiseßrö'ise^ 



I- N 



P^om hinomischen, Lehrsätze. ' 

' ' ' ■ « ■ » 

^elclid'dk durch die üt^t Be4ingttfigd«t}leichitB^ 
gen (5, 6, 7^ 8«) «üd^edcfi(}kte Eijpenschdften hatj 
gaA» flllgemeiii in die Eeihd (5o.) entwickeln lässt, 
nea^ andl « und y Min ttöj^en. Wir tr^rd«n nber 
Weitec ttitten «ebeti^ ^ d«^l, iwü .dnreh eine allge^ 
meinete l)leihode tr^t Mra^er d^^ nemlichd Resultat 
tind noch mein" , nemtfdi ^uch xlöch' da^ ällge« 
4i|jnine CUexl itfi dei^üemlioliM Streng« ^dw kann« 

' tA Ui tiithi nnnüte^ äut den obigen strengen 
fiäWä^ ded äö Wichtigen binoniischetL Ijehrsäti^es 
aufmerksam SU machen^ weil ^0 viele vorhandene 
%ewei60 m^t oder Weniger, uocb SchWathen und 
liücken habeii* 

aO erhalt man in (61.). ; , 

....... . - • - ^ 

oidei*« vreüit xnäil ii itatt t' schreibt^ 

weiches die dlrectd lIntWictelüng der /f^otestät 
'«inee^ MliehigM Orfiiise u tit, n^^li^h der Aüsärüeli 
der Grosse t = n^^ durch u tand y« Sie enthält 
eine neue Grosse ^^, deren Werth gän^ Willkür-^ 

lieh ist— - 

S^tst.mäil %, 1^ k 1^ \jLmm.l\ .^0 erhalt m^n 

/2 ^»-Q ' 



I - 



•'. , .. " ^ : 



. V '■ 



V 



^ I 



•"U" 



64' : V |. XX, 

'Entwicmlung\ der Pßtsst^eitf, 

man da3elbst «— -,1 j^t^tt u.fi^Ut* 

^ £|/V übrigen fünf l^ntwiekelungen der ^ 

Poteis tätein cte-^ 



• » . 4 « 



/ < 



* • 



•• V. 



Ans. diesem Attsdradke der ^otestät W\An 
h^iftst^ aus der ersten «der sechs Entyrickelnpgen, 
£U urblcher die Cmnd-6leichiin|f u^ s^ ,z Veran«* 
lassang^ giebt^ nemlich derjenig^en der Grösse z durch 
u und yy mit u als tl^nptgrösse, oder der Pote» 
stät durch die Wuri&el für einen beliebigen iSxpeu 
nieten , lasseu sich nun unmittdbar die übrigen ^ 
ftttfEntwickelmagen,-^ wie folgt, finden.^ 

I. Vermöge der dritten Graiad-Gteiclmng (7O 

ist . ^ • . . 

WO m gans willkürlich ist Wenn man daher in. 
den für u^ gefundenen Ausdruck (630 ^ «tatt u^ 

und ^ statt y setst • so bleibt der Werth dei( Aus- 

drucks gleich iiT und folglich unTorändert d^ nem-^ 
liehe« Dieses giebt ' 

66. «y J=s(i^— fe)» + ^t'(u«— fe)^"' . ,, 



> . 



in welchen Ansdnicke sioh nanmelnr cw<|i''^Ubür- j 

UelM 



* 4 



^h I- 65 

' ' ■ ■ . . * ■ 

liehe '^i^aien i^ und m beftoden. Man fc^n ver- 
mittel» dit^er GtöBsen die Reihen Gonrergent sui- 
€he%' Zu dem gegej&wärtigen Zwecke 6etse fliait. 

67. k SS II«— Xy 

io ist tt"^— ^ 3= 1 und fol|^lich 

i+nl^^ + yy^°*^»°— A j- y^ y— »^^y— ^»w / >-Vi \» 

^ m . 3 X "* ^ ^«5 ^' **• ^ ' 

welches auch unmittelbar aus (64*X folgt , wenn 

> . ■ ' ' » . • . • . • • " 

man daselbst i£^ statt u^ und -=^ statt y setzt 

n. ' Nimmt man in der <^nnd-@eidiun|£Siuy 
Ton z eine willhürUche, 2. B. die J; Pbtestgt ' so 
ist, ▼ertoöge der. dritten Grund - Bedingung <7«)» 

X* Ä. u^^ = (11^/. 



IIL iV[an sctBe 

■ ' ' - • ' • . > . • , ' ' 

iQ ist \ ,^ /v ^t. •-> •; ■•; J M 

Nuü ist, vermdge ($0.), . . . 



? 
? 






(1+ j>yssi+y«+?^'}*+^^^2Ä^-ij» .;:.» 

also 1 + yq +3:^^^^^ + ^' ^' '^^r'i ^f ...MB 1 4-p, 

* \ 

worafis, weni^ iivan\auf beiden Reiten, ^e^J^ahrft 
weglässt, und durch 9 dividirt 



^•^ vrou'j 



.> 



if 



'■ EMtibickehing ä6r PottstMent \- 

IV. Far A =3 o i«^ YemiöM (59.) i =* i +«, 
«Ua 4 ii33 Q. $^ut man die«ea FaU in (63.) , so 
,«rhah ni^ 

:^eS, tfi SS j, lür 1 = o. 

Die Oru'sie y ist, venn$|^e der Grund -GleicHnng 
uy wplMj^ dtr JUoganlhme vo^ 2 füt die Ba^s u^ 
•der flekk ^^;($ also ist verasöge (63.) 

64. «X s= i-Zi für A =s: o. 

IKm^s ist der Ansdrnck des L<^aWÜiiiien der 
Grdsse z fiir die Basis u, aber noch in unbestiinin- , 
ler Fonir, weil man noch nicht weiss, was der 
Avsdracky der für A =s o, wie er genomnien'wer-. 

V den soll, — giebt, bedeutet.' ^ 

V« Man kann denselben, \vie leicht £u sehen, 
^ i|n€h ^ii^ fi»l^, scb]?eiVen 

Öer' Werth der Grßsse i±! für X = b jiängt 

offenbar a^^ von ü ab, Wfil die sweib Grösse 
A, die darin vinkommt*, ^NuU sein sqIL Is musa 



1 f " 
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ii; li 67 

Loganthrnekunä Lägärtt^mutwüri. 

fdr welchen »!=:]U für dei^ igfdl^^AjF^cV ^. JEN^ 

Heich ist Man sätze diesen Hntiekanaten Wfridi 
von u (gleich «^ also 



'— i 



66» » = e ffir =s 1 5' 

o - 



;r 



A' 



•0 ist 



. f .r. *■. - 



67. 



.«^. 



SS z für A 



o, 



•»•«>» • 






» « / » 



iQ^lgliohi WMHn mw in. (65.) « stau a set»^ 

68. ^zirz^itp flffJ==Jtf. 



,*> 



n 



■i I »# ' * 



^% 



Difietf liOjp^tlime einer; .^belieWgien: -,<*c^* ? AT 
den, durch (66.) bestimmten Werth € der Basis u^ 
^eisst g;ewöiinlic]bi däT ^atür/icKte oder hyptrhotücfu* 
me Benennong iiaflfrfioA^'iift tinM<«M|^ angeMsM», 
if%il ^e liti^t 4iö B^lv «tf^r SS«Uen^iisifß'^l# 
iA«# 'd^jenij^tf^ Iid^riN}ftiie^ fltr 'yMctm dBit 
fon ^det ^äA^ aitoki tfbfcäoKrade NfmAeü^^ ^1^ 
^^täeilf^^^^l W<^ dM' i:^t>tav«hnt«b eiber Imi>- 
}mlgiä AMI t, tet\^^^ belüsMge Basis« ir; ab- 
druckenden Bruchs / dc^r JEinheit gleich ist, wit 
Kecht d^ natürüche heisst Die andern Benenming : 
hyperbolischer liOgapthme /dagegen ist unange- 
mesi^, w^ die Analysis die Geometrie weder su 
Hlflfi^ liehmeä da^ n^i musii, d* sisTftiörsÄb'eh 
TÖlVe^^fft u^ die CMdflK^trf« TiAlU^ 'd^ Ana. 
lyÄf b^diö^f , nfdrt uiDftgeiihrt. l^r Wctded tmiii- 
ttb«^^Ä<W «eiÄrSttiig iwreitcft tonten i^ite^ 



y 



' .^ 



68 l\ 
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V 1,1, 



• * • W," AU «i 'äs 'i^-- ffr' 1 -=, b ('68. ) : folgt; 



t ■ ■ 

also in (66.), _ ^ 



I 



pieie Gleichnng^ «Igt, trie def LogaritHme tittsr 
UKebigeii b^ÄJg« *;- fa^ ebui 'beliebige Basis W Ji«* 
dem natÜrK<%cnLogftpithmcii 4«P nemKchcn Gt»B80y 
das heisst^ ans demjenigifen Logarithmen diever 
Gi^««te, deöMii Baiiis j;!cüfie; i^mlich^^iicfc^^teH 

«rosse itft^ fdr welche .LzJl, für A 5= o^gl^lbÜ 

Etoix.di# , zgefmäm 'wmsd^ vlumn» Bfcn «[efefe; 
4^$ m^a dw Juog^arithxQen «iaer, beliehnen Qi^s^ z, 
för elii^r Miebige Ba^ja » findet^ wenii. t^Qn dfti^^ 
nttfttliobD« -Ij^arilbmeii &mr mmUfikm ü^oue^ßc ^ 
xnit; der S&nhtit, diu|irt dmr«li den iialüjr)üfatii.ai;4>.^ , 
fflvHiimßn d0t neuen Basis :» , oder mit« lä^r /ßff ne ^ 

;^ multSplibirt. Diese Girösse 



* • * • • »„>'...*/- 



1 



71; r « Ä 



X. ' / 



U 

bie Ij<a;wirtönien voa «iaerl^ Zi^ileii «ü»d,. -wie 
daraus, ^ajBs der Modul bIoi;s yon.der Basis ab- 
hängt,:ttn4 aifo fUr die Lofaritlunudee eine C^- ; 
stapte ijt, tolgi, in allen $y<temen Gleichl Vielftdie, , 



. > 








» V 







VII. Mav kann ancll de^ Au«djrtick "^ä — 

nöft/ ittBÄ nöbh ^6ii allg^inWD^i^ta lÖJtiliöhtti, um- 
mltMlUir auä der 6l^a^l^hm|( «^S^sr^iideii. 
Detail '64 >ei 1^ irgend dne andere Basis md 

' ' 72. VP xa u, dasgleiolkea v^ ä «, 
80 ist erstlich, vermöge der dritten Grüii41>edin- 
gW (tO ify- "^^ = «y = «, aUo cPf. =3 vi, , 
und mithin^ 

Da nun Terinöge vP =a 11,(72.) pdcr togariÄme 
voll M für die Basis r, also p ssar % \emöge der 
Gleichhrig ii^ =^«, y der LogarittKme von 2 f ür ' 
die »asis u, also y ==: ^«^ nnd vermöge ^« ä z 
(y2.) ^ der liogariihme von « für die Basis v, also 
i» :pi ▼« ist j. >l^ l^t Terwüge (75.) (. > 

nnd 

■*■" ^ ' '■ ■/ •■ 75: 'V s= §•■■•■■ •■■■-•'^•'•.- - ■' 

ivelohe«. Wenn man v 'sat e «etxty die Gleichiwg 
(70.) gi«bt, aber allgemeitaep ist, -*»» 4*e'g«g«»- ^ 
Ki^gO.OMicbfng :«i<a?,t ]>losf ^nf ,4ie natürUcUei^ 
Logarithmen, oder die Basis e beschränk* ist, son- 
dern, «Ägemein für «W beliebige', 'dto Basen« TW« 
Q (otUsdea^pdi^BOd» Systen» gilt. L f .. >( • 
VBDt Es follSBt a?8 der ,Gl«ichung <7Ä.) . 






. .. 7&f.. ^-sa.»«.! ■■. ■ 
Dieses', «eigt^ dass , wean mim' die Logarithmen 



^ 



einer and derselben Ziihl's IBr swei Temhiedenc 
Basen u und f^ dorcb einander dividirt^ djsr Quo« 

tiant fir Ai(ditt^Q»4wi l49|fi«idmMiden t,ß^j^ifi^ 
eosdemu ffir iba ein«» !^Mt d^n beii^eii Base« 93^vi^ 

abhängooute, fidft^lmft^ist; np^ tW ^ ist di«40uC(i¥lr 
etante der. EKßC^ent, f&t :wc^cbeA die ^asis dee . 
Logarithmen im Nenner^ der Potestät d^r Basis des 
Logarithmen im Zähler gleich ist; denn es sei 
^u zsi w so ist v^ SS », ^o dass die Basis n des Lo* 
garithmen im Nenner % der Potestät <^^ der Ba- 
sis 1^ des Logarithmen . ^z im Zähler, gleich ist« 

XX« SeUt man in den Ausdruck der Potestät 
»7 (68*)., ii^ ifBj^^em m eine willkürliche Gröss,^ 
ist, diiese Gi^(^^ m ps 9, so ist dieser Ausdruiol^ 
an uiid i^r six^h U]|bestu;iunt , weil darin in jedex^ 

Cliede die Grösse -^ vorliommti, So eben abe» ist gev» 

fnnden, was in dem gegenwärtigen Falle dfese< 

• , - ■ 

Grösse -^ bedeutet Neinlic]^ vermöge (6g.) ist 
* \ fQr A s= 0, gleich % oder gleich demn^itilr^ 
liehen Logarithmen der Basi« u. Also is| auch 4iif 
Grösse üüzi in (SS.)» för m ss b,' gjteich ''ti^ Naiji 
erhält also, "f^epn man in (58»), m,s= o seUt,. , 

welches ein völlig bestimmter Ausdruck ist. 

' Derselbe ist der mRore. Ausdruck der Poti^stät 
uf durch ti und y. Er ist von dein ersten (SS^^odejr 



V 



* LogmitAmm' Utt3 Zai^kritAtfiän'äen, 

T fi4.)9 welchen der binomiiclii» LelnMta «mittAber 

t^ geb, wesentlieb ver«€h|e<i#ii^ Q&d ^U^. das JR^^ 
snltat 4er zmfica Entwickelup^, wenn man, utoft 
der Beiitf ^9 den Exponenten oder Logarithmen 7,1^ 
in der t&nmd- 6 le i e hu nj ^ s^r s j^ aU 1Sail)^gp«iee 
. betrachtet. Er ist der Ausdruck des Logaritb- 
Mnafiden durch die Basis u uiid( den Logarithmen 
y, odervder Ausdruck dessen^ was man gewühn- 
Kch Ex^men/ißUQfoMe n^nnt. Er i^t 44s Kesu)-* 
' tat der £wettf&if to» den möglichen seeArEotwicke- 
luagen. Derselbe wird , wie man sieht , ebenfi^ 
ohne alle fremde Hülfe*, itUein'dprch den^binomi- 
sehen Lehrsatp gefttndenv tKe Redmung , wüche 
nöthig wair^ um dazu am gelangen , gab iu|;leicih, \ 
^in Vorbeigehen, die Hauptsäta&e der Theorie der 
Logarithmen« , 

X. Da allgemein ii' s= u (61. 8.) also ^<i ss i 
Ist^ so ist auch ^e sp 1. Dieses gJebt^ wenn man 
, itt (77,) tt ä: e seti^9 



JK^ i.ir * 



7«- «'=**t^"P,.3 






SeUt man hierin noch j* = o, so erliätt man 



79- 



e=:i+»+|+-i.-|. 



■ ^ • * * * 

' .i =s S|7i8i28z&2846§ i • • • 
welches der absolute Zahlenwerth der- Basis e der 

^atiuunen ist; 



liätÜrfiBlreÄ^ LögaHtiimeia ist; 



^ - *MHr febe» j^ar driilw der mSglidie» sübüi Eni«* 



♦ , I 



■ ' ' ' ' . ' ' « 

I.' Mmi «Mae ift (65.) . : , . . 
w. tf s X -f.ji^ oder X =s 1 4. j^- 










a>. , «««.est i^t^*-' : (»^ff)V' 'fiie A 



Dieae« giebt, wenn man Zähler und Nenner nach" 
dem binomischen LehrsaUe ,(5o.) entwickelt. 




• ij 



- fiir A s=; o j ,; . 

ai«6, wenn man wirklich A = o »etet, 

»^ ~ ^ ^ 4 ^ 



5 . 4'j 



• • * 



« . 

oder, wenn mai «119 (8o.)ud»« Werthea— 1 nnd 
*— » TOh p nad j aubstituir^ 



^. •;;• . . ... . j- *■-?. 



»~?~^--^+ 



• • • 



• ••• 



8ä. ■••*'a3.:« — 1- 

des Logarithmen »* der Zahl « für dieBasi» «, «boi . 
dl« Eütwickelang der QftSbae y in der Grund-Glei- 
«^S-«t.^«:ditt;<*;d4»jKAlwt«i^«m ©rotten« und ' 
«, ktetere ab Haoptgröi»« betrachnwi, ÜftiM^afabdlD 



I , 






- ,* 



Uk 



n 



?5 



wic&rtitfifed« «Auch rie ^eii^Ik,* iivte ^nipiiWl^ 

^ n. Setit man in/dea allgemeinen, Auiaruclt 
d^8 Logarithmen ^JE (82.)^ i* = ^ welches din na- 
tiirlichen Logarithmen giebt» so erhält man für die- 
sen Fall, wtol-aWiann der* Nenner des Bruchs (65.) 
gleich Eins Toraosgesejxt yrird (^O 

83. •» =? <»-0~r-:i-r-Tr:-r:^4— ••••.• 

oder avch, .wenii man « stsTlt z— i setst^ waü 
, X SS 1 -!•»— ^i ist, , ' Ä ■• '^ *i 

m. Da vermöge der dritten Örundbcdingun^ 
<?.),/weiln'* mim in lö^riss t, uS* «taÄ n -seist, 
wo^ ifi^^ elAei ^UMirlüAe Zahl/rb^deniet,'^)^ ci: 
rf»y =s (ury^ « X« ist, so kann man, wenn maja 
li» staÜH^ II schreibt, ji;» atatt » »etas^ii , ohne da- 
durch dep Werth Von i, oder von ^ f.n fer&nr 
den». INeses.^ebt, Tisriaieg« (62.3^ 



' f 



f •• 



• • • ■ 









\ir:) )\ 



5,. 



wo msvilttfitfichiiat; 



u 









»'«..>/; 



/». 









r 



- v 



IV. Man ''fehn 'S^riytttlk «i8*r GrsÄM m 



t ■ ' ' ' ^ ^ / 



.:a%\ 



nerer Brack liC^^DiirälaskiftttsCMTtrgQasfiAdelAlio^ 
$t9.t|ty Tenn man m ss a seist« TTm ^n lebeiit , 
was in diesenEi Fallcider Aa8drack(860 j^iebt, hrinfgß 
ipaii ihn auf 4Ji9 Gestalt; 

86. '»* ss: '■ ■ ■ ... — t— TT — ^ . , ; -. 

Dieae* giebt f&ri«=:o 

'■ ■ ■■• « ■ • »^-^•*. •■•^ •'.•"'•■ ' • 

•^ = ■= — für m = o, 
« — I 



^ t 



welches Mrioder 4cr Aosdrnck (65.) ist, yon wel- 
chem xnaä ansgiefig und auf welchen ma^ also auf 

V« fiMat nan^ in CB&} u^n #». . sox erhält man » 
jEär d«UB Q«|irUdien ' Iu<^avitimieQ^. 4f n 4<»t Cimv;er« 
^M0& fiUiigen Ausdmdl:t " .1 . 



87. «a ;= 






• • • 



* Vl^ Dieses voii Lägran^e angegebene ^ttel, 
den Aüsdrucki der jutnüttelbsfr. Atn Logarithnie 
giebt, coh^ergent su machen, besteht in der obir 
^en Einführung der wiUkürlilslieÄ 'QrSsse InL ^ 

SsL 1 ie|M> b#a«pt]JHoh', Vi9^ f^f 1®^ M4ere Mit- 



j- 



N 4 



^ 



h 







^ «dboft Mredmeler Ijog«ri}liiii«ii beBadibarliBr 2iali* 
km fM^Bj €<mT«ifMt m iliäehM. Sie folgen ans 
d«r obigen .«Ilgemeitteii Tkeorie de^ Loga^rillDMik 
iwd gAUstm Hiebt weiter Uer ber. 



Zor vftrtcn Cntwickelonff nehme aan di« erste 
dev Basis oder Wurzel ^ ak# die Entwick^In^g des 
Aiüdmicks d^er Grösse u ans der "Gleiditinlg tiTid^a 

Yermittels der beiden andern Grössen v nnd JJ» 

1 ■ ' ' 



M 



L Eine solcfae Entwickelang find^^ ^ch nn* 
mitteibaic, wenn man die Gmnd-Gl^ichpLn^ Sj^|bst 
verwandelt und gleiclisam nmgebebrt. A^nssss u 



y.i 



nemlick. folgt BT css. (», }T, wid da nach der Gnind- 
bedingons (7.). (/P =s V • 7 «9 u ^rt , flp *•» 



; • *. 



' / 






88. u sc: eT» 



w./ - . 



T i 



' Bbn'eriifilft^IsO) vefona^d«» Mnoiniiksbetf Lebr. 
satses (Gl. fiS.) den Ausdruck der GHMo Münri6ii 
z nnd / nnmittelbar, yenn^ ma^ i^X^k^^), ^ ?tatt 

n nnd — statt j^'setst Di^es gie]^t 






Tf . 1 



(g^^x T qai u^Ccrr ^>^ 4- 



— — I 






t' 1 






wo k waibürii^ iit. 



: . Pr, rietet Il^Mlc«||.c«T j^ 11^^« l^(i^^ jljr 



* 
♦ 



— •( — — m j.—.^««— jfc^«y 

WQ >wi9i Ctom«!^ jk mA Tfi wUlkikUch 8iaä , darch 
.wnic&Q :^^ . d^'^ . AÄidrook conTevgent macheft 

III. Will man den Äu^dmck.voo u bloss auf 
rattonalia Votwl^i^n bringen ^ so darf, man^^nu^ .das 
^iliUirliche *, «;5 «»— 1 setzen« Pann ist «•— fe 
= 1 und 

^o noch m willkürlxcii üt. / 

" ' ' '' ' . 

.,2r,IY« lSet«tn|lf^I^d#|i^ v&k&rJUe&W t/n »giflich 1, 

(S<^, fiehjilt man. , u 

J -- r . - . - 

V^ Setzt ^htttf Bas i?£äkü^liclie m ss 0. so erfafilt 
«latt , weil in diteem PaH;^^^ ca •* (GL 6aO 

93. a^ = « + !f+^^...i,.i,- , 









weichet aiicb nnioittelbär ans der Gleichan; (77.) 
folgt, ^wenu man dä«elb^t 2 statt u u^d -r- üatt j 

. , VL Setiiit man y, =; ^^ so. erhält ma^^ GI){i- 



chang 









flcjb<^ ^j. SS 1 , setzt. / . 'A-..« .' ^- ^' .£ 

Diese Ausdrücke (go, 91^ g2, S^j^i») eind 
täte der vierten £ntwickeliui((. 

Eine andere 9 von der vori^eia weseritUch ver- 
sbhieä&ie, EtkiiiiÄeliting'Vön i<i ais/Bn/ie von'dto 

sechseü, eriÄk manm^: ' ' '" ' ; ^- " 

■ ■ 1 * 
I; Man setse in die Gleichung (g3.) -^E *^ ^ 



ftatt —. so erhalt map, weil^rrrr^* ^*'- (**^ä 

oder * . '" ' ■ .'■>'. %«:/(;, ^ ii«ry ». 



• i 



oder «'Tt =3 « [1 .^ * «ib ' + -^.«Ä<«^,+ i) 

Setast man hierin 1 :ir^ ,==; X^y »Q erhälf i«aii ,i ^^ 



./' 



iX 



\ ^ 






^ \ '■ 



I • I . I 



MT^iclies ' eine toa der obigen weaentlicti v^rschi«* 
deine Ent^ckelong ^on ii üt '" 

11, toie GrSBire «» oder « beUat den ^lemli- 
«filÄk WAltt, vein kaa »* «ikti « uöd mj statt 
jf setst« Sa ist alio auch, und ztiralr weil *(%») 

+"Ti:r^'""^'"* •*•+«• 5 •«•«+»• 5).'. ..] 



WO die 6ro>se m irillküriich itt, durch welche 
man also die Eeihe conwergent machen |iann*.^ 

^ . - • -' 

' < , ■* 

Kiir S^eclfsten JEnt^ckeldüg ist noch di6 sweite 
des £io£arithiM% oder dimr GriSsse ^ ia der Ofei>* 
chnng iiT = jc fibriff* Man erh^t dieselbe ans der 
GT^ichlin^^ (95. j, wenn man aus derselben y dnrch 
u und « ausdrückt. 
- 'L Man btinge sie„ sü dem Ende auf iS^ 

Der Kür»» ;^eg«ä MtM man 



.\ 



/ 



r 






A in? 



Body aach^ der Itfoihade mit linbestiminteii CoeiK* 

.99. 1— ^=lr^H-/^p* + yp*'••• 
wo die Cocffideateni ,o> ß^ y ..•• via snclMii. iimk 
Sabstitn&i man d«)|i (ttp 1— y^angeMiimneiienAiifl« 
4l^cL (99.)'^ äei^eictleii.\Ien JÜisdniek (g^) ^in Ale 
Gleichung; (97.) 9 iH> erhält niai| . .- 

+ (^ + «^/»C« + 3) + «'^^*-^J±^)i'*.-^'. 

Da SV den iei*göhiedeMU miE^KchenW^ilbeir Von p 
auch der Werth o gehört, indem if es « oder^ = 1 
Min kann, io kann man 'dle*^o4fflcien^eB' der ratie- 
nalen Potesläten von p gleich aetsen, welches giebti 

tt as I. 






/» = 



•«+a 



» 



f 



,:;,4se^--ii±i^i-ä ' 



4-+fi*«+a— -^ — •«— isB 4-+*«+ietc. 



abo i 






•• • 



I ... 






* « 



' I 



\ 



1. 



n. Seixt iman in dii< Griind^C^eichtiQjp z sae uT, 
zi"^'8t2itt^ii^VS<>JlBftnn i^an «« statt s. oder 

I . -- * ■• 

^ atatt y setzen. Beides verändert die Gleichtut^ 

» 
niolit.* Aach kaim man z^ statt zntffiiny statte 

setsen ^ ohne u cix yeräadern. Das erste gtebt 
Das andere giebt 



■^ / 



:• .^ 



t •.- 






M- 






• > 



Das 



* "■" 



\ ^ 



»5» h öl; 

EnhvicKelung der Potestätertf etc. 

Da» dritte giebt \ . . . , ^ . . < 



1 Vermittels der MrillkürlicIiBn Grösse m, kann 
man diese Ausdrücke convergent. machen. r ; 






[63 



ßU r^ ' aÄ» 



I 



j »*««•» - . , j * , j > • l . . '. ; -■...'.*' 

Etttwickelung der Potestäten etc, 
y,, ' . '^dureh^Aploitungen»^ 

4 < • t t 

Obiges sind die sechs yersclüedenen mcjj^lichen 
Entwickelüngen- der ißrösseii- Verbindung^ u'^r^ z 
nnter den^n, dordb die Gleichnn^n (5> 6, 7, 8.) 
, ausgedrückten Grund • Bedingungen. Dieselben 
geschehen., wie man sieht f, vorzüglich und 
allein dui*ch die Methode der unbestimmten Coef- 
fidenten, und gelten ..unbeschränkt für jeden be- 
liebigen Werth der darin vorkommenden Grös^ 
sen« Sie sind also auch recht elementar lind 
geordnet; allein sie sind deshalb nock keines- 
Vreges die besten. Das angewandte Verfahren nem- 
lich ist zwar in so fern gleichförmige als nur 
allein die Voraussetzungs - Methode als Halipt- 
mittel der Rechnung gebraucht wird; allein es 
sind mehrere Kunstgriffe bei den Verwandlungen zu 
Hül^s genonimen worden, welche nicht durch sieh 
selbst zeigen , " woher sie. kommen und warum 
gerade sie und nicht etwa andere angewendet wer-* 
den. So z. B.- ist die Verwandlung (J; 11.) bei 
dem Uebergange von dem Ausdrucke Jer Potestät 
zum Ausdrucke des'^ Logarithmanden, und die Ver- 
wandlung (J./i5.) bei Umkehrung einer Reihe, wie 
zufallig da^ und also fremdartig. Dieses ist einer 
guten Methode nicht gemaiss, die vielmehr eigen- 
thümliche' Kunstgriffe, nicht allein verschmähen 



1«. . I, 83 



fytimfikelüns^ dfir Potestäten etc* 



aoadeiYt ▼«rmfidtn rnufSy und nur im Nothfall« 
0Lc|i U^er bedienen darf.^ wenn das allgemeine und. 
regelmäßige, Verfahren nicht mehr zureicbt«, Demi 

alle Verwandlungen und SäUe, die nicht die TJn» 

» 

tersuchung «elbst an , die Hand giebt nnd noth- 
wendig'mit sich führt, sind ftti^ die kläri» Einsicht, 
und insbesondere; für den Unterricht' nachtheitt^.\ 
Sie zwingen t^um Auswendiglernen und sur Hü]|^ 
d^ Ctedächtniss. Nichts aber ist in einer Wissenu 
schäft, iie eine Schule des Denkens sein soll, 
schädlicher als Dieses. Denn es maqit nicht] allein 
diet Einsicht von dem Cedäcfatnisse abhängig, sön«» 
dem üntcfrbrioht wesentlicli den logischen Zusamt 
]n«i}ia.ng;4er 8ät«e. . , 

a Die obigen Entwickelojagen sind al^o ^ent« 

s * 

lieh Jieineaweges elementar zu nennen, und al^ di^ 
besten: anzuerkennen. , . 

, Der Fehler derselben ist der nemliche , der 
ftberall in der Analysis so sehr fühlbar ist , und 
d!^ FartKcfaritte derselben* auf eine auffallende Weisd * 
bemmt, nemJUoh der,, dass man, statt eine aBgmuint 
Entmdkelung yoranzuschicken^ upd die Sätze daraua 
nur als. besondere Fälle abzuleiten, hiervielmehr die 
^uilösungs-Methode bloss auf einen einzelnen Satz 
anwendet, nnd .dadurch ihre Wirkung vorsätzlich 
schwächt. Die Ableitung verwandter, 3.$t2e musa 
auf diese Weise natürlich« wenn man nicht die 
Anwendung der allgemeinen Auflösungs- Methode 
bei jedem Satze wiederholen , ^ondern 4ie Sätze 
unmittelbar aus einander ableiten will» nothwexu 



'^. 



tnlibicjcelnng^ äeih t^thkm^ii '■ hü* 

415 scWiorij sein unä Kuiistgfiffe erforderÄ', die* 
von der 'EigenthünäTicIikeit der Sätze ' alihängen-^- 
und folglich nicht in <ler allgbmeihen ' Methode^ 
' seltst Hegern • 

Verlangt man diiber lieBfere.und glejl^hförini'*^ 
g^e^ der besondern J^ui^Btgriffe nicht hediirftige 
Ent<w|ckelangen , die; allein mrklich elementar 9 %xk, 
nennen sind > so ' m^ss . man nothwendig; ep#t dieje« 
nigenSätee aufstellen, 'welche sich a^^fdiio^ Methode 
der unbestiinnften Coefficienten^ oder anf dleVorauS'* 
setcu2i[g» »- Methode, . allgemein fvLr j[ede .beliebige ■. Toxt 
siUBamensetzongs-^Form von Grossen, giüBden lasseiu 

HieiKu gehört vor Allem der bekannie, ganis 
'^dllg'emisine Sdti^, dkss "wehn man die EntwibMlang 
' igizler be1id>i^n, tob eij»er iTweithelli^en- f}ifös«e, ^ 
wie ^'\'k, abhän{^gen Grös&e f{a^ k) in der 
iotm 






voraussetzt; tvo' JT^, %±\ X^ etc. ühbestinimtfe, nnif. 
von Ä abhängende j aus der Form der ursprÜHgli- • 
chen Gl^öside f x ilu bestimmende Coeificienten beü 
deutezi: dass dann in dieser Fot*m die sämmtlichen 
Coefficienten "X^y Xz, Xs.^^., unter allen TMsfön- 
d^ii, jeder ans dem ihm unmittelbar vorher^eheiii 
den, ganz duirch eitle und dieselbe Operation ge- 
funden yerden können. ' Man sieht, däss man ^urc^ 
diesen Satz schon den grossen Vortheil ci^häWi 
dass bei ^llen ntir mögliehei^ EntwlckelüY^gdii im- 



n 



1 » 
1^ 



aein MQn> durch ^reiche der zweite CjQi^^pieA^ •X', 

,au3 dem ersten ^o gefanden wird. Kennt mau 

W^s^f ^d^ft%ltol> mrfn ^mU sMioa diKiguia&e leihe^ 

"Vt^ afli^ OcMBeienteB^ diuc^ die ln«m/^^ Of^e^tioii 

^VA efi^lk^lii»' abbktigen;->1]aid Wlas •adcii^'iwfielitigeir 

lak- ^üiälili^-in «h^r im Stead«, das .a%wnaMMl.i6/Mt 

^küiiilijj^eB^i^y'^ W#&kes bei bfsendera eiä£e)iiQtn*(|gnlk 

CiHUcVOU^^gb w «Ivnlfehvocb eigenthümlidbejScOi^i»^ 

-t^efteri %at. ^ Dieser allgemeine Sats i^i als4 

^öi-Artiikti Ä^thigk" '^ '- . ^-.^ . ;. '•.: •. ;•/ 

• .< , 
Fügt mm SU demselben ein^n sweilen^' der sieb aidt 

t>Qftj^Mliif- dir Alf ä^ G9:(is(;e^\beAiebt^ 

die überall und %* B. auch oben bei Entwickelung der 

•Gr.öiiettlirerbindung^'Ttiy' tsi» z vorkommt, -iiiäem 




abhängig toü'/ und z betracbten kann^ 

* 

so, {vrfard^ mäii "wertjrqgelmfesigere E^twick^lung'en 
ausEttfahren Und-: weit mebr eigenthümliche Kunst« 
griffe £tt entbehren im Stande sein^ •«t.t.si.^ 



X r 



;; .. .Ihr Täyl^r^e Lehrsatz:., i 



i t 
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Den besten und einfachsten Beweis des durch 

die " Öleichüng (io5.) vorstellig geinacbtefa * allge- 

f iMiQenij^i3^!^C3 haU^uagtange gegeben» - Es ist nö- 



V ./ * 



"* i - 

BÄJBt^ liabcni ••;•, c-'--- * 



)*» {. ••» » 



," :h 1. 1 JSujiipürderat iiir. Uar^ fdaM> w^HHi^inaavJllr 
/Ct>f*)b) die Reibe .(io5«)TO^a4»e^i^'/4iri. 9?It^ 
'Gliidd deraelben \3ro , untecnaUjen JIin#täiM|tei|^ ;«|i|l 
IwelclMa auch die ZaaMkimefiseti^unf fr l^ip 4^ 
-iir^icüpgliclien Grösee /^ aeia «»«g », dij^exr. ,GlPcf H« 
•«elbiä,:|^küch aeia miiaa, vreil: die Gleichiu3|£::(i.oä*) 
<für fcjss o in fx as Xq üt>ergeht Di» yorai^^ 
aetste Reihe (io5.> rnnaa alsozuforderal;» ^tff^aUep 
vU^natäadeo, die Form . 

io6. /tx +*)'=*/* 4- *^* + *'3r,+*»^i»... 

<babeii. Da die uobeathnn^teii Cpefficienten Xj^^ X,. 
cJC^«:»»' »aqU der Vorauaieteupff vpa x allein ab-" 
bäBffen apilen, ao kann man dieselben; apch durch 
/*i/'¥^ /-^^rr-/ bezeichnen, und folglich , ^ ^ 

'107. f(x + 4) = /PC + k/'i H^ *»/"« + **/"* • . • • 



fetzen» 



^ v 



IL Nun aetse man atatt der Grö'aae (, welche 

gans wUlkürlicfa aal 9 die xCicri&aae ^4^^> ^^ S®^^ 
/(» + *) in 

108, /(x4"*+0=3 

liber: KhW auch ^ tat Mnr iiri^trliob. iJao 



--'•#-; — 



A'^ 



89 




^fiifikmi^ 



. Mail, liat, al«»'\«r* .T??»«bi«d§Sfl[, ^3^. ;^ A^P 
fir^r/<»p'lf V4«ii)..1i«;««'i*» dieselbea VVeröu» 



» «I* • 



•T ■ - . • , 

• lll} ; Nun «etze man, d«r binomiache Lelirsata 
»et i«iii rotJoBofe )Pofe»äfaw WlgemWt 1»*wtt«en,- wel- 
cke»^ combiriatofi.ch, edip «»irt^i*»««tbta».g«ii^ 
auf .irgend ein« •Umeptatt». W«Uc ,m^i^ i^*» « 
läsBt sichu^der w«fce>Au84m^-«»/^«t4;«+,^<*.<?»^ 

... •, rHe^Jf'^?4ra*^:f?VJ 



» ^~ . i. 



i ' ' ♦ 



r rV. Der «^eit« A*«d^<* (m^S)'^«»» ■•^> 
w^a ^xy f's etc. die* iofWQH !*''*'> •V*«»'»*^* 
ge*«tÄe.Grä«i*6n..««Ä,n8Jde /»cr:>febi»fiill.piil)dl, 

•wester en«wiokeln.y • detf«'^ so. -^^W 'S 0»b-^'*>'«» 



' 4fc 
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abhängigen Gvöss€ii dtärch Stpidie'^TOr liiiken Seite* 
des f äbseigt. Substitairt man^ die obigen Au«- 
dräqke in.die^ z^feite. Reil^ föp/(4r-^ (io9<)» 

eo erhält inah 

. , . : j r T"' • /• 36 • ♦ « • 

Vi* Dieed ibeiden AtMdcüdieXxii und. xi^.) 
min: idfMisch |;Ieich\ eein. SetEt ihan sie in 
eine :€rleiotmi»9, '. las A alle« gleiche Glieder ohne e 
<w<egi: ttlftdl-diiv^di^ft, durctl.r^ so verhält man ' :. 

Endlich erhält man. Wenn man die yrillkür- 
licl|b Grösse e ±= o. setzt, 

n VL' Iq:.idie|em Amsditacke : kann die Grösse 

Jk< beliebig« .WiMbe, nnd imter diesen auch dien 

Worth Kidl baben* .Man I&ann . also die Coeffi. 

'^nten: sa .gleichen Pertestäten von fc einander 

{(leiGbiisetasen. Dieses j^iehl ^ .: 

. ^ ^ i^ f'^ «= iy;«t, /fVcir-x etc. . 

ir^lehei teigt^ ' däss der. Coefficiei&t P'96 im driftea 
OIiedei\dfcr^Reihe (leyO^ welche entsteht »v>vreitn 
läan in /ip, s^ ^ statt a setst, der HäUle des.Ooef»- 

e • • 



P^m^'Btiylorscnen/Le&rstttze» 

Mätente)oL ^f'xiia j&weiten €(E^e ^r sweitxui. Reihe 
in (lat^») ' wddbuß entsteht^ nrirenta -ü^n in /'», oder 
ia.4as fLvr»iip. ßßs^ von (ip7.>??.T4-?,«tatt «, od« 
vras, weil < willkürlich ist, das Nemliche sein 
Wii^de , ic i^ ii itait «? setitj gleich 'ist 5 dass 'f ern et 

.(107«) ieinenL J)cittheile dos Coefficienten '/' x sum. 
zweiten GUede dcir dritten Reihe (iii.) gleich, i^t 

]CU S» lY» , • . , s * . . . » . 

' «.'» ... •, 1., ., .».■«•• 

Vn** Man findet also hieraus den in ($. 16.]^ an- 
jgiei&elgten/allgemfiiaen'Sats, 'dds$ die Go^fiieietiten 
/'«?, /"», /^'otetc. m dem vorausgesetzten Ausdrucke 

/(se 4. i) s: /i'-|- ftf sc + *»/''» -f k*/" « .... 

alle^ jeder aus dem ihm zunächst Torhergehen^eliiy 
gan£ durch einerlei Operationen gefunden werden 
können. Denn man erhält den ersiea/'x, wenn man 
jn fx^ ^>^ik.^t»it «e set»t» :tttid. «OS der entste- 
liendea Entwickeluag den Caefflcienbtfn «ar ^erele» 
iPotestättonl iilinimt, in so fesnein f^olcb€rjDai$|^ 

JUch ist^Juodr dfpselbep dAr^ 4jlcü Qr4iMm|;s$#hl du 
.Coefficimtea, l tUividirt . IM^/i^heJljt dei^ isweilt^ 
/"j^i weÄn ' m<|n in den. ViOriS^n: Coeffici«pt#n jf:'^ 
Iren; Ncirt«! «^ + -fc ^^^^ » .sejat, mi^s 4«?:]entsj|^ 
jbenden ;£n]}Wiek0lm^ wiederum' .dent^Ci9^£e^^,^|n 
4ftnr erslen..PQtes^t von h pi^i^tr^ ;und i^ 4««^ 
jdie. OrdnuAgsiia^ des Coeffioie»teni2 diyidirlLi^^t^ifirl 
laj&nmtlic^e'Coefficienten als^y.der Reihe naob, /ei« 
rnta aus demfanderi), gan» duxich.eine und djef.€^{ye 
•■Operatien.. :: . -.:...". .. /. j. ;: • - . - u 



«v 



/ / 






f^om' Taylorsc^H i»eArüäii^» 

limgent tii machen dkid, äit auf dk» fb%eäd<i 
B^aiig^ habeni • : •- 

-, \ • ... 

GUi^ deraelben \Xo , anternaibn Hinftäii^eil^ W4 
Swetcbes jutcb die ZuaaikimciiaetiSungfi- i^ipi .der 
^ir^iröpgliclieii Grösee fdc »ein «^ ,. dij^er ,6)r<^f«e 

dÜLT fe^s o in fx SB ^o ü|>ergeht Di» yoraqftgo^ 
letzte Reihe (loS.) mnss also zufär^erstb ^^^tfr^altein 
vXJjinftändei), die Form . 



j - .« > . , ' A., < 



• 106. fKx +*) =s jf « + * x^^'^* X, + *»^i ; . .* 

^baben. Da die unbestiminten Coefficienten X,. X., 
rJ|Cg«;.f nach der Voratmieteaiig von sc allein ab- 
bäniren soUen , so kann man dieselben, anch dnrch 
/*»/'*> /oK.vv beüeichnen, und folgUch 

'107. /(x + 1) = /;« + k/i + *»/"« + H/"j6.; . i 



> « • 



aetzen* 



^ . -.v 



IL Nun setze man statt der Grösse (, welche 
gans williklirlicfa ist, die%Gr<fsse K'^ß', so geht 



• -j 



108, /*(5C + * + =3 

> 

fiber: Abei^ auch «e. Ist ganr *^&4rych# -Ako 



■ 



A^ 4. 6a 

Kam , Ta(ylgt1Si€^vi^|^^v^tg»^ 



1 ' ' ' 






# 

. •• » « • iT' . . l . r 

AIXa? l^t:. alsa \*y^ T^8diiedca€t . l^Oieii^ fiir ^^f 
ßr9«^e /(sc ^ & 4t ^i. '4^« igenau dieselben Werth0 

* • » ■* * 

IIL /Nun setse man, der binomi&cbe LehrsabD 

^cS -'iKirl ratioaa& iPotisstäte« %I%emtoifa butHken; wel- 
ckeji' cambidatofisch, 0dAr^8O|i8ty^£«rie:^bbÖBage8aig;^ 
auf «irgend eine •leme|itarl&> W^e^^t^J^iidh ikt^ao 
läsBt sich:>der ^rste*Ao6dradb*filr)l(id4^i[<^^(i|^B4 









« • » 



r TV. iDer ciireil^ iAjiidviidc < uig« )iUä<«i sich, 

ge^t^e GrcM^en üsittd /-t^Ie /Krj'.^fcbieisfiftUtLitDelE 
Mi^ester entwickeliXi^ • deti^a^i 6d< %i«> '/^--|4fiit)t:tdES 
9c -j- fe/ '«J 4" ^^f'x .... g^»et«t wii^y kanax8i«s»iain% 

ÄAtvK^.' jgeUen^ w^nH-uiaii ^die^' V«r9l4ilbd«nh9it 



^ 



h 



18« 



i?ls» 



li<(ehslen.AUjg«in^abeit'Uiid'mit yoUer i^peuge fy$t, 
saad^beiBßt wie folgt::— :t - . .; r . :> - . ; 

■ ' . '■Sb*flH «ich /(« + Ik) in «ine Heihe vwi 

>i':i ^« .^,.^ ^::^ jeden' au» d«m tiäiaittelbaf» t<M^biir- 

' j^eh^n'öto^ «alle durch einerlei Operation»' 0& 

• -die Entwlcäteluttg' in' .dfer vorau^g^^^tatiti X'orin 

- 'idöglidb sei, findet 'sich in jedem* he^ondexai 

V '^Tgßjle^'yfenn man* die - £BtwickeIung ^wä^ridiidi 

*' verlrzchlet. All^etn«ia. lä^at sich DiesisB» nicht 

"''' l^agifn r denn ih der That findet die Entwitke- 

Vi ^iiH3tg*flLVf eilen nicht Statt. .•.> 1 ; uv • C 

f 

*5o' ausgespröcheu giebt e«, wi^ geSagi/ ' nictti 

-* ' r « ' ff ' • 

' Leichteres 1' als den Beweis: dieses SaftiserV ntid ^ 

•II.' ' ■^" r 

gehört derselbe ganz dg^Utlich und i^§cfi# 'wörnitUcli 
' den Eleuieiften^ wenn maü will> derBhchstabed^Hecfi- ^ 

•nang'änf'deina nicht einmal eine GIi6ichün^s'-Anf- 

* • ■ • i« • 

^iosünjgy also selbst nicht ' einmal ' die Aigebk^a ilt 

•■'1»* ' '' * *• -L*' . ' . .! * •• - - r 

dazu notmg» 



• t " 



, Aus 

er^te CoeiSpie 

.... I . 

oder die Qr.c>sse 



(GI> >i5>).i8t leüeht 'iea sehea,' daais der 
«ffipieiA 4er Re^e /* + »/* 4-**/> . . ?^ 



t « 



f> 



Ji6. - fx 



ri »' s ' » .« 



k 



i:}'v.\ \"^: 



qpaBK«!*- 



« . A ■ .. 



- t »^ ( » i^ 



M^> .weQU man da,rin k ^=: ,0 setzt* 

Dimer Ausdruck dient allgemein, .{Uf^eii.. erflpi| 
iGoeükjKCuMfn nach difli^.rf^tur d«r ires«beiien..ab* 
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19. E . 93 

• , . • ' ' 

T^om Taylorsckßn Ishrstüze. 

• hSJtigig<<Bii Grösse /jc zu 'fiodeii. Aus^denMelbe^fin-» 
den sich anf gleiche Weise aHe fibrigen aaS folg- 
lich di0 g«n»e Eeibe. ^ ^ 



*• f • \ 



I , 

So leicht nnd schö'n abfer auch der Lagrangi- 
sehe 'beweis des gan^ allgeiheineii Taylorschea 
Satzes iii der obigen Gcfstalt ist, so ist daran doch 
allerdings hoch Einigen aaszusetzen. Dieses mns^ 
tim so mehr bemeilct werden, weil es dahin' führt,'' 
den Beweis nocA leichter, elementarer und - all- 
gemc^iner zu machen. ' ' . . • . 

. JErstttch . nenilich ist di,e Vorstellung der Wie- 
derholung der ' .Operation nicht ganz deutlich und 
wenigstens nicht für Elemente geeignet 

JSfwUni kommen bei ^er Entwickelung der Re« , 

, • - . .# 

«altate nicht - dh Glieder der beideu Entwickelun- 
g^n (iio und ii^O?: ^^^^^TJ^ ^^^ einige in Rech- 
niing. Es folgt nun ^war daraus , dass die ein- 
säen GUeder schon, vollständig • bestimmten , Vas 
man sucht y dass die übrigen Glieder Nichts An- 
lieres geben können^ Indessen ist auch diese lEoU 
gerung nicht für Elemente. Will man für diese 
strenge verfahren, so muss itmn^ nchtbar nach- 
weisen, dass die übrigdn Glieder Nichts Andere^, 
geben ^ was aber den Beweis weitläuftiger un^l 
folglich schwieriger macht» 

' D^ ^ Bew^s hat • ' also lioeh « JEintges 9 .' was 
aiidet^ und' einfäfeher ku: Wünschen tstv: .:£s ist 



/ > 



m 



Allgemeine'. SMze 



*9, 



1 V 



\ 



\«iederma nar alleui dkher kommt , diisd d^r 
Beweis^ nodii nicA^ allgemein g^nug ut, • BQüfdefit; ^ 
statt alle Fälle zu amfassen, bei einem einzelnen ' 
'Falle ftehen bleibt. Dies ist deshalb vrichtig', weil 
darin abermals eine Bc^stätigung der ^llgem^^inen 
Wahrheit liegt y dass^ in der Analysis nur das. 
A%emein8te das Beste and ^gleich das Einfächste 
und Leic^iteste ist« Wir werden die Behaaptmi^, 
dass der Beweis, allgemein gefasst, .besser and 
leichter gejg;ebcn werden könne ^ weiter anten 
rechtfertigen. Wir schieben es hier anf, weil die 
Rechtferttgang nicht bei dem gegienwärtig^n Ge- 
braache des Satzes» sondern erst fernerhin zogleich 
ihre Anwendnng findet. Da der Ta^^orsche Satz 
an si^h selbst, ohne sie anbezweifelt feststeht, so 
kann man vodaufig bei dfem bisherigen Beweise 
desselben stehen bleiben and asanächst erst noch 
za dem Uebrigen, was noch für den Vorliege^nden 
Falt der bei der Grösöen-Verbindnng u^ =ä z- ror-^ 
kommenden Entwickelangen nothwendig is^ aber.» 
gehen. 

j . ■ ■ ■ 

m 1 

IVogh fiinige allgemeine Sätze zur Taylor-- \ 

sehen Reihe^ 



r 



ß ist erstiich noch ein zweiter« «nioittel- 
' ' ' 

bar aas d^m Taylorseben.. fol(^l»ierr eben so aU'< 



4 ' ■ ' , 

l 

z»r M^hrsff&Biii'BßShe. 

^er UJBilceWnS 'dcf Abhlngigkeit iier Grossen' in 
einer beU^W^en ^i'^sscarVerbindung, Anwendung 
fibdet/ Crt^Ieleb. dabei NicEls zu erinnern, möge 
deraclbp docl>. hier, des Zusammenhange« » we- 
gen, vhetjg^s^tpl ^^rdeil, weil es mit wenigen 
Worten gescljehea kann. 

I. JE{^'«ei A^xnlic^ • vi..; ,... 

117. y =:/jc und « = Fy, «o dass « rs F/* ist 

■/.-■'. • .. » ♦. r _ i .:. . . • « 

iilan seUe * + * itatt Jf, jp geht y, «u Folge' des 
' Ausdrucks il&.), in 

-. • 

Über. Man bezeichne . solches durch /-+.*> •<> 
dass 



r f 






\ 



IL Die Grösse fx = y geht also , wenn man 
*.+ i statt X setzte i^n ^ rf- «; übcR Man darf 
daher* nur, wenn, nian wifiAen will was ^tas z wird, 
in £ ;=s F> 5 / "f" * ***** / setzen. Dieses giebt, 
nadi ((51. ii5.), wenn nian ic tiiid * n^it jy und t, 
verwechselt 



* j I 



* ''. . f 



. . ■ • ■ 



e (119O3L *<^ erhält man 



.\ 




I, 



sob 



• i 



dUgBik^ne SäSze 



\" 



I I 



r V 



«^+i,=ly:^l*,Ct|y«+ü^^^^+|!|;;^i5 



d* 



k*d*\ 



• \ 



+.Jpfy(^ä/*+;p-y«.«.)f 



•> '* 



t 



' • j '.»•»* 



» • 

• 1 • . 



1 






< r''- "•»♦' 



V r ♦ 



oder, wenn man statt Fy und /x; die obigetf einfa- 
chen Zeichen z und y setzt biid ''^nVii?ickeIt, 



■■>.■• \ , » ■ 



>» i* *i j,. 






2.3 \y 3:' 






• • • • ü 



*/ • ^ # 



.<>•■•» 



IV. Da aber F(y + «) dadurch entstand, 
dass man x -^ k statt x setzte, so ist klar, dass 
man .das NemJicKe erhalt, wenn man* in Ffx 
oder 2, ebenfalls x -j- A: statt o: setzt, welches, ziz 
Jolge (iJÄO 



122. « +.*^Ä+ 5« +T^»^ « 



. •■ ♦ ♦.■ 



t I 



giebt« Die&e .JEleihß ist also derjenigen rechterh^nd 
in (i2i») identisch gleich* ; 

• V; Da, nun *_ nöter aiien sein^Bn Weriflien 
anch' den Werth Null haben kann , so kann man 
die Coefficienten zu einerlei Potestfiten Von * gleich 
setzen. Dieses giebt . ii^ o*, / . ^^z ^ 

125. 



M* 



07 



zur Taylarsc^n Reihe. 



123. 



d d . d 

\x* y x^/ y X 



VL EigenlUch »braucht maii,idttrcli Gleich- 
setsang der Cpcfficienten der Potestfiten von *, nur 
die erste von diesen Gleichungen aufjßui^ teilen. 
Venpöge des allgemeinen Satzes^ dasa dieXoeffi« 
cienten alle auf einerlei Weise aus einander gefun* 
den Verden, kann solches auch hlef geschehen. Wir 
:w^ollen uns bei dem Beweise nicht aufhiaten, weil 
eff £u dem gegenwärtigen Zwecke nur insbesondere 
auf die erste. Gleichung (i23*) ankolnmt* 

I 

Vn. Dieselbe «eigt* dass wenn eine Grosijo 
% auf irgend eine Weise von einer andern Grösse 
V, und diese wiederum auf irgend eine Weise von' 
einer dritten Grösse x abhängt^ die erste Ableitung 
der Grösse £ nach ^ gane allgeiiiein dem Producte 
der ersten Ableitung von s; nach y^ in die erste 
Ableitung y OD y nach x^ gleich ist *? , 

VIIL Ein elneelner^ besonderji für die bevor« 
stehenden Anwendungen > Wichtiger Fall> ist, wenn 
die Grösse % wiederum die Grösse 4^^.«6lbs€ ist 
Dieser' fall kann, vorkommen ) denn! :es.. ist dabei 
von Qicfats anderm als von der Abhängigkeit der 
Grösse y von « und der unigtfceArte» Abhängigkeit 



« / 



98, / L Äi. 

jillgenutiTUs 

Äti GlrtiM« x Von y die Rede; lifan' darf, nm fair 

diesen jFall das Verhalten d^r Ableitungen «u fin^ 

den, > nur in. die erste Gleidiung (1230 ;r statt t 

»dhreiben. t)ieses giebt auf der linken Seite' die 

d ' ^ 

Grosse '-^x^ Diese Grösse. bedlsütet^ ^ie immer, deü 

X 

jbf sten Coefficie&ten de)r Ehtwickelung iron Xy vrenii 
man' darin. ^^.i-f- ü- statt -Af setzt. Diese .Entwicke-^ 

r 

lang ist aber offenbar nichts anderes^ ^U x *^ k 
selbst ^ iKrorin der erste Coefficient^ neinlicfa k 
gleich X ist; ako ist.gans^ allgemein j; 



« d d 

124* l CSS — iic . — y. 



tror^u$ l^lgti 



d 



125» ^x ie. ± 



das iicisst : wenn eine 0rässe y auf ifg^üd eine ' 
Weise von. der Grösise x abhängt, vrie es auch 
sein mag« und zUan stellt sich die daraus folgende 
umgekehrte Abhängigkeit der Grösse de von der , 
Grösse x ^^^> ^^ erhält man die erste Ableitung 
der Grösse x nach >« wenn man die Einheit durch 

die erste Ableitung yön j nach x dividirt 

• ^ : '.■• 

Zweiten» ist ndch £tt den herorstehenden An^ , 
Wendungen folgender ^ ebenfalfo auf dem Ta^or« 
sehen beruhender Sats nötbig^- welcher der Voll» 
stfittdigkeit wegen, hier stehen. mag.; ;; - -^ 






zur Taflorscken Heike^ 

E«'K6d«iite nemlich ^ ^ 

eine 6r6's«e « die auf irgend eine Wcäce ton den 
beiden Grössen x und ^ abhängt. Die Grössen ü^ 
und y selbst können entweder ganz von einander 
unabhängig sejn^ oder auch beide von einer und 
derselben dritten Grösse ir abhängen. Man sets&e 
X -{^ k stat) x^ so erhält man y eu Folge des Aus« 
drudLs (ii6k)} 

N - ■ 

In diesen Ausdruck setze man ferner j' «]« A statt 
\v, so erhäH man 



2 



Da aber auf dieselbe Weisp 

ri/(*,j'+A>«S/(*,y)+ etc. * . ' 



so i»t 



A»d» 



,26. «*+*,H^>«/(*,)f)+it4/t^,y)+^^*,>)..« 



6i 



100 



«1; 



Alläfimeirte SatiJe, eta : 

£0 ist offenbar, dass man das Ne^licb^! er» 
liält, wenn inän zuerst / + X statt y und ddiiii 
erst JT 4" ^ ^^^^^ ^ setst, Weil dadurch immer nui^ 
4ie nemliche Grösse /C^ + i/i' + A) entsteht. . 

Hängen die Grössen x und y beide von einet^ 
dritten Grosse n ab, so erhält, man, wenn man 
dieses ursprüngliche v gemeinsehaftlicke Element ü 
etwa in $ verändert, 



2 u' 



u 



also ^ = «— *-4-— ^«* . . . i" 



2 U' 



und y+A 






<« 



• d« 



« -' ' 2 tt* ^ 



• • 



^tibstituirt , man diese Werthe Voii k üiid X in äie 
Gleichung (I26.), so erhält Man ^ Weil dann rä« 
gleich /(*, y) odei^ i iii , i . 



fib^rgekt) 









la^ 






S^ w 






* * « « 



+ ^ ^ « "^ * • 

, d d , ^» rf d* 



% 3 



•>'» 



i • 



• * • « 



r« — y* ; . - . 

2 y* u^ 



\ 



idäo^ Vean man die Ooefficienten £a gleichen Fote« 
itäteh disr Grösse e, ^ die auoh .NoU sein' kiuin^ 
-eibaiider gleich seist. 



^•t 



*^ W ad* .d^d\,dfli^.A*d^ 



itcft 



All^ diese Sätze sind, wie n\an sieht, in den 
höchsten Allgemeinheit, ungemein einfach imd leicht 
f i|t beweisen. %9 gel^ört überall nichts weitex; als 
blosse Buchs^ben-r Rechnung da2u^ nicht einmal 
Algebra^ Sie gehören aUo wesentlich und rech( 
eigentlicljü den ersteh JS/emenren der Anälysis an. 

\ 

Wir können nun zu den Anwendungen ^^f 
den vorliegenden Fall der der Grössen rVerbin«. 
düng u^ :=? c entsprechenden Entwickeluagen über« 
^eheü« 



t. 



Anwendung ies T^ylorschen i^atzes auf t die 
^ JEtHtwidkelün^ der Potestäten etc. ^ 



22« 



■f • I 



/' 



\ .; 



Da nach dem allgemeinen Satse. ($• xg«) alte 
Glieder der Reihe , welche eine £ntwid<elung ge- ' 
ben mag,' allemal durch eine. und dieselbe Opera« 
ti^ auir einander gefunden werdto, so ist aus der 
«Nistui^^'der Fanc^oü seOtt wMiter nkbts )^Vk ifyiiih«n . 



I 



IPÄ I. .ti. 

Atavendung des-Tivflqrsicf^ßk'^a^es 

ii6th%y al$ dtr CoeffidenfdeB tri f in GUtdsg derßßiu 
mdidun Atihty pder die mtt Abldtung der z^fb»^^ 
oen abbäi^i^eQ Grösse. Die {|ntwiqkeliiA|^en :S^ 
duoiren sich daher iQsbesondere auf die Untersa- 
chuDg^ der ersttn AhUitungm der drei Qröisseq u, j^, «, 
jede qach eioer der be^dea aadern gf nomtneq» ifel«», 
ches secb» Fälle giebt, Da aber, feirner, nachdem all* 
gemeiaeo SätEe ($. ßo,) die erste Ableitung des £le« 
ments einer abhängigen Grösse , nach dieser ge» 
nommenj^ aus der ersten Ableitung der abhängigen 
Grösse, nach dem Elemente genommen^ unmittelbar^ 
allgemein gefunden werden kann (Gl, 125,)$ so redu* 
ciren sich die sechs Aufgaben, von. den ersten Ab-» 
leitungen, weiter auf drei Aufgaben, nemliofa darauf; 
in der Grössen • Verbindung uT ss; » die ersten 
Ahjpitungen ^' 

der Grösse z nach i/, 

der Grösse z nach y, 
und der Grösse u nach / 
Stt finden, Die drei andern . ersten Ablieitungen 

der Grösse u nach i^ 

der Grösse y nach z 
und der Grösse ^ nach ü, • 

welche die Umkehrungen der vorigen sind, findet 
'ttiaa.fuis: dea vorigen^ ver4nöge de^ allgemeinen 
Stit^M^^X^ üo.) unmitteibar* /D|# euerst I^epanntea 
drei, ersten Ableitungen sinil es aHein , , welche aus 
dei^4^fur 4ep Abhängigkaii d^r ioReiolmiing kW)* 
«ieii4lDtt^(to4tem^- aliOjMi <k»i9 4]tf<4b!dif;49^- 



/. * . . . • 



* - ^ 



Wifäie^ntwiciket* der Pofes^ätme^^ 



fßvadgti^ 1(5 j 6) 7J 8.) aosgddrü€&ten Grande: 

gungen der Aufgabe gefiinden ^y'^pden müasen. 

Sind die ersten Ableitungen gefonden, «o erhält 
* ■ ■ ■ 

man ^'die /verlangten i;fttwi^keliM^g^9 Kmn^ttell»A^ 

^(^Uatä^d^g, 

23t 

Bei der trstm Aa%abe ^ bei welcher, die erste 
^Ableitung der Grösse z nach u zvl suchen, wird 
1^ als abhängig von M betrachtet. ^ ist jet£t ß\B^ 
Canstante, 

• s * . 

% Es ist also hier 

X29. %x;s:fu* 
;and vermöge des allgemeinen Ausdrucks Ci|X6.) 

j5o, — /u oder —« =: "^ T^ln -^^ für *^ ss o. 

, Nun ist in dem gegenwärtigen Falle «, oder fu äs u^j 
also ist . t 

Ij^i. --r « 5= V . /T ,^ für fc = o, 

X ■• • • t 

■ • * . » . 

IL Da fc gänslich willkürlich ist, so ka^n man 

\%2. k SS mu 

setzen , i^^nn m eine willkürliche Grösse bedeute^ 
die gleich Nim ist für & 9S o. Dieses giebt 

für m SS <>, » • 



y 
y 



jimvendmig des Tayioncnen Sätz^ 

/wo €s nnr noch darauf ankomint^ den Wertb dea 

Ausdructa ■ ^ "^ "^ ■ ■ > wclchar fUr msso unbe« 



m 

o 



stimmt und von dar Form ^^ ist, filr m ss o finden, 

o 

I - - , 

IIL Da die 6r«s*« ('+»»^•1 » y^,, ^^„ 

und ni^ht von Uy auch nicht von m abbängti weil 
m = o gesetzt werden soll, so kann man sie 
durch fy bezeichnen. Bis hierher ist also gefon- ^ 

d • 

den , dass der erste Coefficient — s in der Reihe 

far(ii + fe)5r=t« + fe-^» + ^g» . . , ., di« 
map sa^ht, voq d«r Form u^"* 9)> and folglich. 

»34. (w-f «y = «'+ i^^uT-« ^ *! £! uT . , . ; 
ist 

IV. Für Irgend einen andern Exponenten v 

wird also auch 

) 

x55. (« + »)' = li^ + kyv«^-« +*!^uv.... 

.' ' ' • ' • . / 

aeini desgleichen für den Exponenten ^ 4* ^>' 
156. (II +*)ytv CS 



iiT^y^*5p(y4.v)nyt^-«+— -jay+^. ••• 



2 lA' 



/i 



V. .Da nun nach der ersten Grund-Gleichung 
(4.) iiTtY aes nT.t|V ist /so ist 



wft 






• U uvtr + Äy +.|.)uytr-t + ^ g „ytr . . . . 

■ * . ■ 
oder, Vf»nn man wirklich nxultipUcirl^ . 



+ 1 ?) y^Tt^' + ** 9 7 y'«^»^^"*. . , . 



2. 



I t 



VI. Da die Gröfse fc, unter allen mög^lsclien 
Werthen, auch den Werth o haben kanb, so sind 
die Coefficienten gleicher Potestäten von k einan- 
der gleich« Also ist zunächst . 

x38. (pY -|- 9*^ = 9>(y 4" ''^ 
In 60 fern diese Gleichung <lie Abhängigkeit der 
Grössen ^^ oder ^v vollständig bestimmt, kö'nnen 
die übrigen Glieder der Glei^chung (137.) nur das 
Kemliche geben , %eil nichts Widersprechendeii 
aus einer und derselben Gleichung folgen kann. 

VIL .Die Gleichung (iSS.) bestimmt in der 
That die durch q> angedeutete Abhängigkeit voll- 
•tändig. Denn verfährt man mit dieser Gleichung 
wie in i\o. YIII« und IX» ), so findet man gani 
allgemein.: 

i3g. yjr = yy • abo tpv xav etc* 



io6 ' h' ' «3. 

Äfttoimdüng' des Thylörs^iP\3a6zes 



/ 



• VHI. »Es ist ^1«0| vermöge der Gleichunf 
(i53.)> gan» allgcmem / 

. ^ ' II . • • . 

IX. Da üun vermt)^ des allgemeineii Satses 

(§• *90 -f « atts — « ffefottden wird, wemi man ia 

d • ■ ' ' 

— X'von Neuem u + Ä statt u setzt, ^nnd den CoefV 

' ficienten des ersten Gliedes mit k bimmt, .so ißt 
Sben so 

\ ■ . 

X. Es itH also a%eineia 
i45. («+*)»^ 



^.5 

vrelches der binamische Lehrsatz in seiner ganzen 
Allgemeinheit ist. Der Beweis beruht liier auf dem, 
durch die blosse Bnchstaben - Rechnung und die 
.Voraass^tznngs - Methode bewiesenen aUgemefueu 
Tajlorsehen Xiehrsatze» 

Man findet daraus, wie iil (lo. XL) die beiden 
Ausdrödke (53 und 540» * 



1 



I / 



r - »- 



I - 



I > 



■i ■ ■ « 

^ B^i der ^iitm' Ami^A^e\ bei welcher die erste 
Ableitung der Grösse c nach y ku machen ist» wird 
z als abhängig von y betrachlet. -ii' ist jclist eine 
Constante. 



A V •. • • 



L £s ist also hier 

und. wifidenun,; iceiT^^ge des allgemeia^o Ans- 
drucks (116.), 

. >46. —fy oder i- » « ^'T+*^^'^ für' jfc = o- 

fo dem gegenwärtigen Falle ist « öder/ys£:iiT 
also ist 



14t». — z 3s: >■ ■ %" » M ^as-jfX. j , ■ ■> für, c :^ o. 

wo es nur darauf enkommt, den Werth der Gröa^ 

sen ■■ " ■ für j^ =5 o £Q finden , die, wie man 

siehtjt von ifyM^^ iii^btTO^ y, |ind auch nicht von k, 
weil & s= o gesetzt werden soll, abhängt, und die un- 

' \ , o 

bestimiÄt tind wieder von der Form — ist. 

.. ■ ' ' ' 

IL - Man setse ^ = i'A^ p, so ist nach d^u 

binopu^chen Xehrsatze (143.) 



> • * < 






^^ .• .. .,> .• I 



/ 



also 



r*" ** I* + -^* f'- + " 3*5 ' " P^^» . -i 



folgUeh ;i«t. fSr A ^ p, , , 






'\l> t' 









147. «^ ; für k 7BO 

' • .1 

Dieses Jst der be^ftimmte Werth ißg ton u 

• ■■ 

allein abhängendega CoefflcienteA der ersten Ablei- 

%xmg ^.z Yoa z mfih u. Mani beae^chAc ihn^ der 
Kür«c wegen, durch 9?«, 

t 

liL E9 ist also aUgemeixi 

-" d ' 

/ . . . - . 

Dieses giebt^ ' vermöge der allgemeinen Begel för 

♦ die EntYrickelung durch Ableitungen (§. ag.) 

149. ~Z = U7((pu)^, —Z = liT (,p^)« ;, etQ^' 

«Iso, vermöge der allgemeinen Reihe (ii,5.) 

^ ' ' » ,' ^ , - ' ' . 

N ' - F A ff ■ ' 

od^r wenn man y sss o uild ife fc= ysetz^ 



/-.» 



i i 



4 



^„-..^ y* 



trelöli^s die reriäiigtekU^^ijidhe zweite Cntyicke- 
lün^9 namenÜicb des LogariUimaildeni*i8t% Di« (^p6se 
qiü hat in diesem Ausdruck^ den bestimmten Werth 



i6t. Cf)u 8= <u— i)~l<i^i^>^-^**|(u— ^0» .... (147.)- 

Bei der Antun AufgfLbey bei welcher die erst^ 
Ableiiungp der Grosse u nach, y^ zu suchen ist, "wird 
u als abhängig voa y/rtetradKtet» s ist ietst «infe 
Constante. » , ^ . \' 



i n 



1 . Bc^i dieser drittel^ Aufgabe i^t, der eigen- 

thiimlicben Beschaffenheit d^r gegebenen Grösjsen« 

Verbindong u^ =3 2 jca Folge, die wiederholte' 

' Anwendung des allgei^ijaiSi^' Ausdrucks df pc ;=a 

k fdr fc öS o nicht ta<)thig, sondern 

die Abldlung ISsst «i^h aüs^ dcir ttes vorigen Arti- 
kels uBinittel^ ißodeiiy.weaa-man-dieGruA 
' chung suyor umkehrt 

IL Ans u^ s^i z folgt nemlich > vermöge der 

y I . / < » » ' * I. J 

dritten Grund. 4.6i«iQbii»S (^) »'^^ *^i wo, u ala 
abhangig von 7 betrachtet werden kann. In die. 



1 -'^ 



sem Sinne ist die Gri^sse u tsa s^^einLogarithmand 
uiid gehört abo xtk der \ Galtong der. im irorigen 
Artikel untersuchten Grössen. Man dArf-ialsö irur 



^ / 



«jot I; «5.' 

in- de^ Örleichtiirg-(i48-> ti ^tt «, erstatte 'tmd i 

■ : y 

«latt y sctecn, «o erhält, niiin, wenn m^n. ier Kürze 

f I - * * * 



I ; ' « « -j 



.4 1 • 

150.. -j^tt s* jjX^^ jt-y.^^ . , ,. 

n. Vqii dieser Ableitung nach* y mus« man 
noch' ÄU der Ableitung nach y übergehen. Es iit 
hier eia Fall, wie inf ($• .i^o.) \^o eine -wiederholte 
AbhMngIgikeit der g^eboaen Grösse, von i ihren 
Elementen JStatt find^^'d^nn 21. hängt, Tfrm<>g6. 

s % ■ - . 

II = z^ von C', und v, vermöge «'ss— , erst von y 

ab. Es ist also, öach der ersten der XrleicKuo. 
gen (.133.) 



» • 



l55. — a=a<Äuivc .. . 
y V. y, 

' • ■ t .• • ■' .■/.-• 

IV. Der Werth "der Glosse:— -K ist. iclronge^ 
fündcii' ^62.)/ £s fehlt ä&0 hur nothUe^ Werth 
der Grösse ~v. Da v oder — s y-» (GL ii.)r«o 

ist; vermöge der Gleichung ^ ( jl4o. ) wenn man da« 
sflbst y^ statt u und^--^i)5latt y #et£t/ \' ' * ' 

104. — V tat — v"*» aa -^ *-*-^ 



' f • • •. 



'. E«uist-«lso,'die"t«»lte|te Abtoitu«!^ ««uttik^bh 
y'vryoUsiUindig^ ' ' ;• (i •- f. 



1 



^« 



r 



ä5» L 111 

aufd^EntwicheL derPotestätemßte^ 

d 1 ' 

. iV» Diese Grösse ist» *weim man daraus di^ 
t.weite Ahleitnng -^ u vprlaiigt , y on der . Art, wie 
die Grösse z zsi f {xj y) in ($• si.)« Sie ist ein 
Product zweier Grössen -i-^-- = — >~* tindg)«.4c y 

■ J 

die beide von y abhängen . Die erste Abli^itung 
der ersten Grösse ist, zu Folge der Gleichung (i4o.') 
wenn man daselbst y ==s — 2 setzt, gleich 2y"~5 = 



—2 



^« Die erste Ableitung der andern i«t, zu Folge - 

JT ' * • ■. ... 






1 y 

(ji66.) sa j ^ «* . a;'. Also ist, .vermöge der erw 

stön Gleichung (ißßO 

— ii= — yz.2^-|.,— 9PZ» .«% oder 






i56. -iU«4y«.«^(a4-79'»)- 
Vi« Eben so &xdel; ma^ 

y* . y . . y "^ '^y^T 1% 

€iC» ^ «• 

auch würde es auf diesem ^ Wege dek" A!bleitti%i'' 
Oji^eratiön, weiii^< man woIUft^ aogeheo, ^das all« 
gemfine Glied ?;n iä^den, ., ;, , . 

VIIL vliiiÄ^erhät Alte» wenn maid/in . 



1 » 



Anwenaung des Taylotsclhn Satzes 

» ^ 

/ 

i. . ■ 

l58. u SS5 8^'^= /'y, / 

y -{- * statt y setst« 

. »69- /'(y+*) = «''-^ v«-«^+^«-*''(«+^») 

• . . >. • . ^ - ^ * ," . ■ 

ö.3y*^ * y ^ ' y* • 

VIIL . Setzt man hierin y s= i upd A = y— 1, 
,^ X iM) da«5 y + i 5= 1 + y— 1 = y ist, so erhält 

man : ' 

160. MÄ:Ky==:«[i4.(i— y)9« + i-— ^^y«(9«+2) 

f 1 

IX. Setzt man my statt y und ä« statt ii^, wel- 

' " '. ^ 1 '. ■ ' ' ' . 

ches ebenfalls s^^ gif^bt^ so erhalt man 

x6i. IC Ä'»y fi=s Ä« [i -j- (1 '^mf)(pmz 

-wo. W idlJkürli$h istt 

•',''■ 

piWes iAl die 'Eift^ckclüng deV efsten A^Wi- 

. tmigen in den drei |erstcn lallen, -nebst def JEnt- 

ivickelttng^ der voittfiändigtii Reihen «elbtf^ 

fiß. 



a«. L 1 13: 

imfdieMnbwickßL.'der Potestätetusß^.. 

■' ■ ■ .;■'. 26, '^. • •^'■- 

Die übiigan drei F^Ue bediirleii keiner beaon- 
ddrü Herl^Itung der ersten Ableitungen ans den> 
Grnndr Bedingungen, sondern die Wstea Abl^i- 
tungen, und fbiglich auch die Beäi^h selbst, lassen 
sich uni^ttelb&r aus dem allgemeinen Satze C$.20«) 
finden. ^ 

' L Verlangt man nemlich laus itr Grössen- 
Verbindung u^ ss z, für die ersten der drei übri- 
gen rälle, die Grösse u. nach £ 2u entwickeln, oder 
die, erste Ableitung von ^ na6h x, so darf man 
nur , y ermöge des aHgemeiften Sateies ( jL 20.) , die 
Einheit durgh die erste Ableitung ^ptk % nach s 
diyicUren« Diese ist^ vermöge der Gleichung <i4o.;^, • 

— « =3 T üy-». Also i^t . . ' 

162. — U ---^^y_,--j^— ^ . ^ SS ^ uz - Z 

n. Dieses stimmt mit Demjenigen iiberein,, irad 
man erhält, wenn man die Umkehrung , nicht so-* 
wohl erst bei der A^eitung, sondern schon bei 
der Stammgrösse J)ewerk^telUgt. Denu aus uTssa: 

folgt usszr. Also, vermöge der Gleichung (i4o.) 
wenn man daselbst x statt u and — «tatt jr seut, 

/ y . . 

i65. r » *= z^'^^ * 

wie in (iCd*)* - " v ^ 

[81 



14 



-• '• ' •."'-. ' • '' ' 

AAujenamg des TöYlorsn^iiak ^a£^ 

IIlp Man kaaü äu« der ersten Ableitung (162, 
oder i630 wenn man -Will, die folgenden Ableiton- 

■• • ' * s 

gea 8T|i<»j[»en und darnus die Reihe für (« -f. i)? au^ 
Bamiii^ns^en. Indessen erbalt man aucb da^ 'St^xa^- 
Uciie nntnjttelbar ^ wenn ms^ in den Ausdruck 

(145.) « statt u und — statt y setzt; welches 

y . 



' ( 



» . l 



27. . 

L Ve^l^ngt man a.11^ «y =ä x, für dep ^weiten 
der drei übrigen Fftlle, die Grösse 7. in 2^ und folg. 
liöh'die erste Abictitung von / nach ty so darftn^ 
nur wieder, vermöge des allgemeinen Satzes Ö-ao-)^. 
did Einheit durch die erste Ableitung von x nach> 
y, dividiren. piese ist,, vermöge d^ 61ei|jhung 

4- iC« — »)*'. . • i (i5i.). Also ist- 

t . - . , •• I 

IL Hieraus folgt weiter, wenn maa^, der Glei* 

«htmj (140.) «u Folge, von-, y die fernem Äblei- 
tungen nach x nimmt, ' ' ' ^; '• '^ • 



f • 






11 



•• # 



I 



oder 

Jt it* ü' i* 

JII. Für y == o i«t, aus. lif ss 2:, ä,:s5 i, ^o 
öder 

und für fe s= » — i> 

169. /z =5 y sp 

IV. Nun ist in uf = ä, y, der Log^arithme 
von % für die Basis u^, also ist 

170. «« SS 

oder, wenn man den scbon gcifanden^n Werth Ton 
^tt (i6i.).rabst$tiMrt^ 



V » 



\ 



/ tl6 L 27. 

4mvßnäHiig äe$,TayiQrscken Sat^s 

S' ' ■ ' ' ■ 

welches der Aosdraclc de» Logarithnien. der Zitbl 
s; für die Basis u ist* ^ 

Der Ausdruck stimmt mit dem obigen *( 62. iii 
' $♦ 12.) I.) wie gehörig üherein. 

» I • ■ . ^ ' 

V. Durch die Verwandlung (§. 12., HL) kann 
man ihn auf den Ausdruck '(85.) bringen. 

Vr. Man s^ze d|enjeüig*n unb^t^mmteii Wei;;th 
von tt> fiir welchen , \ 

ist, gleich e und nennedieLogärithmeiD, welche diese 
Basis < haben> naiWrlithtf so erhält ^an aus (171.), 
weil nunmehr der Nenner dieses Ausdrucks 1 ist ■ 

• 173. *«Ä=(«-^)-i(*^0«4.|(t-.i)I^K^^y_. 

welches der Ausdruck des natürUchtn Logarilbn^en 
. der Zahl «ist. 

r 

fr • ■ - 

yil. Dieses gjiebt ^ür den natürlichen Loga- 
rithtnen'der Zahl a 

y i74-.'" = («-0— K«— O'+K«^»)*— !(«— 0*.... 

Diese Reihe für die Grosse ^u ist genau, dieje- . 
nige , welche oben durch 9) u bezeichnet wurde ; 
alsp ist dieses u nichts anderes als der natürliche 
Logarithme der Basis s / und folglich 

175. tpu :^ ^u», 

VII. Sctat man diesen Weirjh von fp u in die obi- 
. gep Ausdrücke in welchen solches vorkommt , na- 
. mcntlich in Ci6o> 16p, xBiJ, ; «o sieht man, dass die 



•. ■ > 



\ 
* 



M 



I 



I 



Resultate w^ deti> früh«r auf einem andern Wege 
gefundqneu Ausdrücken (77, gS^.geJ übereinstimmen*. 
'Den Ausdruck (159.) gab die frühere Entwickelung 
iai(*ti' Öen Wertii der unbekannten Grösse is fio- • 

det man, wenn man in (160.) " = « «>^^ T^'^ 
setzt» C •-''.• '— ..." .... 

i. Verlangt man endUch aus vT = ä, für de» n 
dritten; und letzjten der drei .ü^rigei^ Fälle», also 
für den. letzten der sechs Fälle, die Grösse y nach 
fttv' nncl foliflich die erste Ableitung von y natoh ir, 
40 darf'iaaa ahernial«' nw, rmm^» d«s aUgem«»- 
1^0 Sat^e« (g. 2«.) <Ü€|;*infreit 4ürch 4i.«; erst« Ab4 

leiUwftTon u nach y.^iyWiren. , JXe^.^t, vepaög« 

der Gleichung.<i5S})-^j< =4 —^y^lz^, od«"^.^' 

z 
weü j»)^ = "« ist (i7S.)4" = -5 '«^^ ^^"^ ^^ 

.170. — y las."*- -r*— ?■• 

, ' - . •zzr . 

.-.>.''» . ^ • . , . ••• > ..-•'' , ' » 

II. Daraus folgUaiffeiiiieähWidbLe Weisem« 
in,X$*. ?5.). > ... 

:^o map. a[ucb wieder. da^ allgemeii»« Gü^ finden 

m.i SubHitoirt ma» dl« AbJeamg», •» ^- 
hmt mw», wenn y =5s /«. gÄietpt »wifö» 



Zusammenstellung der Amärui^ 

uad fu SS y 55 1 , ftUo • 

* 

rar.feÄ«— « ist '. ' 

a8o, /u 5Ä y S5 i sr+- " ' 2I >^ • • • •> 



' » 



3reficlt«r Aaadni<J( i«iit d^m, abta aaf duemanderü 
XVegp gefoil4#ii^ Autfdri&Qjce (ioQ«)übereiil«limnit. 

V; Matt tano dic«re Au^drilolte darcli dlB'nö^ 
tWgen y«rwandluogtii (J. iS»^,' U.) auf di^ Aui* 
dilM^^Ü<>^ fva, iQ3, ifl4*J iriiigwt 

■ * ■ 

^ Zu^ammenstellur^ der Jusdrücie. 

■ - • --39, ' ' . 

Diosi|9 9ind die seobs EDtwiokelangeo der Auf- 
gab«, aaf den Gruad der ToraUe»ge«Qhiclcten allge« 
meinen Entwickelungen und SäUe ($, 17, flo, öi.)/ 

•IKe«e Art der Bntwickeinttg i«t gleichfärmiger 
und "vrendet keine Kunstgriffe an, die nicbt. im 
Chinge der Reebnuog «elb^tr Tägem 81^ l^eiHtbt bfoA 
auf dem Taylorspben SaUe und den unmttteibar 
dttriMaw AfagisieiMeD SBteen ^ TMdneflordert Hberall 
«Uiaerdem oiefata W9i!^^ ^ die^ itofttwaimg dei 



M 






~/ 






W. I. i\9 






hoH FOi^^&ten Ht, 



WerÖi*» dör Öröisie; ^^^t~~^ für^ * s^.o, y^ 

o 

eher ÜQ diesem Falle unbestimmt uJDdyoii.^erJ^Ofm/-^ ' 

' * 

ist, . ans ^A EigenacKafieti^ 4^1* g;egel)4»9§a {Oi^fiAeHh 

Verbindung« Sie ist dieser Gle^qhförmigpkeit w<e- 

gen der ersten, obigen vorsaziehen, uni, 9^^ deq 

Nttfzea alljeAieJtierj^tipc, j . :^ .. : . . 

Um die gefupdenen Ausdrücke besser zu über^ '^ 
s^ben,' ^|gt -liier eixke !^use(mmenstellui^^ deri^ilben« 

' Wetm 



) V < 



' 4 



'^ rr i ■ * ? ni(te* ;\ • . i, ; •• •> - -v v 



V -^ 181. »^= X. 

«ine Verbindung dreier beliTO%er -O^oksen ti,-' ^ 
lud x-,)>j|»^^nfl^ weldiie.dmi.TBar ^«ditf9miy,ea 

«y Ar = (*fc)y, 

unterworfen, ist^ jo ^ flflNlM if^nd« 'AttidrÜLlM 

\ • i , ; / • ♦ 

lind II dfs veränderlich^ jr^^b j^of^nt (crmij|itef: / 

r 

i85. — z, ^oder ~ . u^ =s ^ ^^ "" * ^*^^^) 



• » !■.«•• .J. 



■* *'. 



Dieses ist. die ^rste Ableitung einer Potestät, nach 
der Wur^^g^ogn^fa. : '.. 7: j-a 

i84. (ö + A)^ S5B 






I 



tf rr^r y 



♦ I 



\l 



r 

f 



.1 



ZusamnuiMellung der iikisdfiic^ 

IMwcrSate (184.) iA dtr wgenannte teiomiicAe' 
Lclu-Mts. 

••"166.- ur'=i . - ..',:. 



•' ■ .1 



I ' 

fo i?i wUlkörlidi >t. 

und y ab vtrUiuMkh , u a& awr«« toracfa«; 
.88. I r odfer i «V = «r..« (.48.^^ ,^5.5 

We«,. i.t die er.te Ableitung eine. Loff«iüunan. 
•«i ; Ä* dem Expoft^irten «enommen. 2/ 

189.. e sts »,7,8a8»8a8469 .... Qj^y ' 

Die Lo^Wth««,, ^elcfie die.« absolute Äahl « 
wir Basis haben, lieissen imürUcfu. 

1 ■ ' ■ * 



1 . .. 






'^ ~^^ =5 •" «ö' « * o, (68, 147 wa I6i.) 



. / . j 



• - * 



« .\ 



^9U «» 



x"»— 1 



< 1 < 



57:27 für «1 ia o ((54.) 

• . ' ' ' 

»«• V^_ « ^ , (7..) 



f ' 



V « 



/ 



« 

ton Püi&tMen 



Blftae 6vös8<t-'Jtf beünt Modul de« logoriUnii^cheii 
System»» \:doMeB.Ba«ia »ist. • - v , •. 

itfi. ,V 55 ^ C7f V «ad ,^ = *« (76?) 

.Di^'|Qlf%Imo|;eii x«igea, dass die.Logaritlimen 
einer und derselben Zahl , für s^ei verschiedene 
Basen 9 Gieich- Vielfache sind.' r .^ - 

' ' a ' 1 

.194. •uy«;i+^.«tt4-%>«o»4-^''tt»«;. (77,160.) 
* ' i) rl r I s n s. irenn man ti e/s izMJfi^/^ «'Oll £ md jr^ 



r i • < . »••»■.• »V 1 1 



d ' '' rf' i' * I -5.'" ■"'*. 

xoS.» — u oder ^-- «y =5 — ^-x • •». »x. Ci65.) 

196. tt = zt = *ci+CJ-yX*«+~^-**(«*i+2) 

^ ÖH^ •* e«' + a . 5 . "e + a . 3) . . i i ' (gS, lek)!) 



\ . . I > - 



< ... -., - u r-T. i: ... • r. 

/ 






j. C» — wy)' jjj ,^ (m«.«a» +a. 3 . m ••»+ » • 3)*. (96O 

WO ^m iirilUdlriich ist , . ... \, , ..^ 

' Diese Ausdrücke (ig6, 197;) werden sonsl| ge- 
wobnlicU nicht entwicLbelt, gehören aber uu ^iner 
yißlb^^n SamxnJwjf' 4jk. Resnlteto d^r Auf- 



\ 



I 



I 



\, 



/ •< 



li^ 



X 



I, 

^9. 



Züsajmneimtxlümg äer Ausdrüch 



■\ 



imd % mI» veränduUch ^ u als oonitmt brnräch^-t ' 






y«.?^* (i€3.) » - 



Dle»er' ÄTOÄruck folgt auch aü» Ci83.) tmnrfttdW. 



199. ü = zy SS 



. • i 



V 



l i - (» - ] 



«*«• 



,Q59*d^ W»yiie Grösse A wiHUMlriicIrist IKj^et Aus- 
druck :iijfc4w ge^ähnliöbe: mnd IMi$£ aüai 4ep:>jh 
nominchen Lehrsati^e anntuttelbar. f 



r 



,».• • » 






< 4 



Hiw Bind ißwci GJrÖ5ö€ii fc und m willkürÖcfe ^ 



Tv '^> 









I 



ffier>t nötB ni -«^IlikürlicK 

SS 1 -4- — + 

y * sy 

wcrches auch unmittelbar. aus (194.) folgt.. 

FVr^fiinw^i min niüti f alä Mtmnsi^ii6fit'*mid% 
tmä % ali wändcrficÄ, u ab eomthm bürAchiUx • '^ 



f 



- \ ■< 



«9. • I, ' ;: ' ' aag 

■r ^ 

. " tb^ PotesiMen eei>* ' ' 

flo5. '-^ y oder -^ »is =» •^— r*. 

Dieses ist der Ausdruck äer ersten Ableitung des 
f^tgfariÄöiea Töu «, fiir die Basia ii». 

(86., X71O 

•'■' L ■•■■^.■"' ■ ^ • ■ W - •■.. ,.-£36.). 
WQ m willkürlich ist 

Dieses sind Awdrücjke ißa JjOgari|hmen ^on 
« für 4le;B«jrf5 u. ,' ;,y ;,. 

sie Sehe* in (»9».) ftöPVW « =* 0^ 

006. •» = (»-x)^'-V-+rT,'~:"~"*- 

i»_l ^ V..... ^ — -j — - — r — 






•••• 



WQ m wiUkürlicU ist« 



5. 

v-i • J..' 



und u all virjiiiciirKcA« t al$ ^omtam beirachtäi r ^^^ 



/ 



/ i 



Ziisammensiviimt^ äer Jusdrüclke 

und % uli veränderlich ^ u Hb amitmt bmich^i ' 

' > . 196.-^— ?«c=3^a~* (163.) »• .• 

z y • 

Dieser- Awinick folgt auch ans Ci83*Y tmnrfttdW« 
199. usssr s.: 



y yVy- 




«««• 



^(äß9*iM 5^»jdie 6r$«se.A wiHHrKofc ist/ l»i0$et Ab- 
druck : iii der gÄiNräbttlüSbe: »»d 3&%t aw ^ 4öP:.fe#^ 
nomischen Lehrsatjce uniüu^telbar» f . 

" , ' ' y »^ 



+ — f m) .—-jCb«— fc)»y^.,.. (90.) 

Hier, sind i&wei Gk^ossen k und m willkürl^cBi ^ 



^ «m. 



f, h ^ »^ V y Vy / 






' y~ßy*~2.3y/ ^^' 

werches aucH unmittelbar aus (194.) folgt., , ^ 

I 

unä % alt verHnderUch^ u ab comtant beirofihiut '^^ 



if 



^ 



y 



«9* 




^^ 


•i 


' 4on Potest^en etc* ; 




1 

1 
% 

/ 


so3. -^y oder -j- > =» ^I^- 


i 



* '* 



- * * ■ 

' Diese« ist der Ausdruck diNr ersten Ableitung des 

f^vjj^itfidtten ^ön «, für die Basia.n». 

^ • Ja .. ' ^ fa-i)~^C^- »)"4-ife-0^ ~$(g-iK- 

<9 Ail •*« — — * — fi | l« I U I ^ ■■ M I« I I I I. I ■!■ ■ ■, I U l f 11 I il l l ■ I . 1 U li ■ * ■!■■. ■ 

" . (85-, «7»-) 

-':- l. ■••■^-"' ■ - "'^ .'06.). 

WO m willkürlich ist 

Dieses §ind Ausdrücke d^s ^oganthmen Ton 
, i IUI» diß/B<|8is !!• ' / ;w .^ 

Sie ^ehe*' in (»9»-) '»»fV^r <i» cä? ö. 

j ... T_ ■ * • 

" ■' , - (83.) 

» 1 * . ■> ■ * 

; . .'. - ' / » " i -. . ; . . . , 

(87.) 

* WO m willkürlicU iBt« 



,,, Piepe« .«^ A1^**9ll« ,'*«»^,l»at!Mfli«h«n J4l>ffr 






j . -^xv 



/ 



n 



194 I.. »9, 

Ziuammcnsffellimg der, Jiadrüeho 



» ' . ■ ■ ' » • ■ > • 



909« y sö -^z "ssz \ 

i;^---((-D-->((T)V)X™-^^^ 



• » • r 



fiiO* ^ =3 ^£ SS 



flu. y = n^ c: 
lf o m ii^iUkttdich ist. 



Diese Ausdrücke if Le^iarübmen einer belie* 
Ki^lftiii .ZäU ^ ffir die Basis sr ^egeii ebenfall« 
Hiebt entwickelt so werden. Sie gehjMm aber tn 
^nef vaUstlMidit^ Saiiinliui§ dtr. Ifaeealtate der 



so» U , ^ . ia5 



Bhtwicielung der JUtituhgen von Pote^stUen 

ete, durch Funct^ns- Rechnung. 

. ' . . . . ... » / . ,1 

^ /* 

30. 

• £• kömmt, Mrenn man, wie oben, der£ntwickel . 

lung einer gegebenen Function den allgemeinen Tay- 

lorschen Satz zum Grunde legt, immer nur darauf 

an, den Ausdruck der ersfen Ableitung zu finden, 

'weil daraus die übrigen Glieder der Reihe, durcli 

Wiederholung der nemlichen, oder ähnlicher Ope« 

ratipnen folgep. Hier wurde die erste Ableitung 

auf die ^ Weis« gefunden y , dass man den Werth 

äes aus d^r allgemeinen Entwickelung 'von/(M;4-i^). 

d ' A* d* ^ 

^gt fx^k—foG -^ — — f<)ß .... folgeadtti Au5^ 

' drucks der ersten Ableitung, ' "^ ^S^ '^ . für 
k =3 o, der allemal unbesfiaimt.and von der Form; 
— ist, naöli den gegebenen Eigenschaften der 

Grösse fx zu bestimmen sucht«. Dieses Verfah- 
ren ist unstreitig allgemtin gültig und das directe- 
5te. Allein es giebt nopfr .ein anderes ,, Mrelehea 
nicht so gewöhnlich ist und Erwähimng ver- 
dient, weil e« bei Untersuchung der Abhängig-; 
keit von Grössen, deren Eigenschaften nur zum 
Theil gegeben sind, nützlich sein iann, und wel- 
ches also hier eine Stelle finden mag. ~ 

Es.heBpBiit darin«, das« man in der Gleichuiig, 
welch« als AuKdraek einer ZiMnschaft d«r abhän- 



ifS : ,'- •■ • L. • 'S».. . 

Entwickele derAbleit* vonPot6st* etc. 

/ * 

■' -1 

giigea Grüiseii der Aa%9be fegebm ist, und welche 
also vielleicht zwei verschiedene Wertbe des Ele- 
ments, oder der Elemente der Au^abe enthält, 
diese Werthe so vere^ndert, dass die dn% Säte der 
Gleichunjf unverändert die nemliche bleibt^ woraus 
dann auf der andern Seite Bedingungen zwischen 
den Ableitungen entstehen ^ welche zur Auflösuäg 
der Aufgabe dienen. Z. B. wenn als Ausdruik der, 
übrigens unbestimmten, durch / bezeichneten Ab- 
hängigkeit* der Gresse fx von x^ die Gleichung 
fx +/y =/(ä + y) gegeben würe, so setze 
man' X *^ k statt * und y — k statt y. Dieses ver- 
ändert den Theil der Gleichung rephterhand gar 
nicht, denn es ist f(pp -|- h. -|*. y — k) =5 f(x -^ y), ' 
Dagegen geht der Theil Unkerhand' in /C^~f*^)\ 
-[-./(y-"A) aber , woraus sjch, wenn man diesen 
Theil entwickelt, Verhältnisse zwischen der Ab- 
I^unf^ von / Jf und dem Elemente dieser GrSsse 
£nden lassen. 



3U 

' Da diese * Methode nicht etwa auf die iobigen 
besotfdern Fälle der Grössen - Verbindung uy sä z 
beschränkt ist, sondern allgemeiner gilt, so wol^ 
len wir nicht etwa ausdrücklich von dieser Gros- 
sen'- Verbindung ausgehn, sondern, unabhängig 
von derselben, SeUebige Gleichungen mit unbe- 
stimmleii AhhSn^keits * formell an» Amen t^nd 
dieselben .auf jenrai Wegw «aiitei^svdietff ' / 



■ / 



F 



1 



\ 
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010 tfjo^ftcbiteii Ablii&ngi^]^eits-Fanil[e& sind' 
S21Ö. f(x + j)j fx +/y, /(^, y) und fx/y. 

Verbindet man je £wei -von dies^en^^ier Ausdrücken 
JEU Gleichungen 9 so ^ entstehen sechs verschiedene 
Oleicbnngeii} denn Jede^ der vier Ausdruck^ lässt 
sich KWat mit den drei übrigen verbinden,, ^elfhes 
swölf Fälle giebty jedoch i^iederholt sich jede Ver-s 
bindong' einmal. 

Man erhält also die sechs- Gleichungen: 

i(*+y)=/(«> y), 
, /(«+y)>/-/y, 
/*+/y=«/«^y, 

Jx ^fy =/»/y, 

/x.js= fx/y. 

• '- 

Unter diesen sechs \ Gleichungen sind gerade die 
init begriffen^ welch^ de^i verschiedenen Fällen der 
obigen Grössta« Verbindung »7 s=: « entsprechen. 
XlU Sriftta Gleichung aeniliiBli ist.der ]^al^ des Lo. 
g^tithmt Aden j dton mü0H netfce fx ps (»T, i^|^ /y ; 
taci äT^. 9« ät a^a^ 9=3 <i?*tr.. al#5^ /ar/y = /(« 4" jO».: 
Die vierte Gleichung ist der FalldesLogfarithntien^ « 
denn man set2e z. B.^ f)lr die Basis Cj fx xsn ^Xj 
also /y es *y, so i^t '^4 +;fy ä: »(«y ), older /j»:, 
•f- / y 23 /(äj , y). Die sechste Gleichung^ ist ^er 
FiAl voiv Ptytestäten; djcnn man setM %.- B« /r s±3 3% 
also /y s» y% so ist «*.y* ac (^y)S oder/^c/y 
c=^/(s».y> Bi# Itaüiltiiie'def Ifetersucbung: 4er. 



• I 






t ' 



Entu^iefiBL der Ableite 'oohPötestJetc. 

secbs Gleichung^exr (siS.) werden also an^h Bnmit- 
telbar auf die verschiedenen FäUe . der Grössen- 
Yerbindung, 1x7:;=« Anwendung finden« 



* ■ 
I. In die mtt der aech« Gleicttangea (2i30 ' 

ai4. /(« + y) = /* + /y, 

/ 

setie man ^ 4* k statt an und y—ft statt y, $o er« 
hält man 

/(x+y)==y(x + i)+/Cy*«i) 

also , wenn man auf der rechten Seite die beiden 
Grössen /(»?+ k) und fCy'-'k) nach dem Taylor- 
schen- Lehrsatze entwickelt^ / 

/(x+y) s= /x '+ 1 - / X +- ^/« 4- . . ; . 

1 

iL Da /(« + y; »= /« +/y irt (ai4.) so lA 
die Oröcse recbterhand anch gleich /x4~/7> ^'"^9' 
lieh erhalt man , . wenn man auf beiden Seiten 
/* +;/y Vreglässt, ' . 

IIL Da in dieser Gleichung,, tmter allen Wer- 
then , \ welche k haben kann , auch der Werth . 
Null iit, so müssen die Coeffieieflleii' dei" yersctiie- 

detieq .. 



«I 
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durc^ Funetiom- Rechnung. 

deaen Potestäten von 1 eii|zoln gleicU Neil lein. 

Dieses giebt 

• » ■ ^. 

d • d d* n ' d* '■ 

fll6. -^fs = jfy, -fx =? p/y ^ 

ly. Aus üidt ersten Gleichung folgt . 

ai7. — /*s=-r/y rs Con« si-aj 

^ d 

denn der Wcrth der Grösse -^fx kann nicht an- 

X 

d 
ders d^m Werthe der Grösse — /y gijeich %mky daa 

heisst, nicht anders der neinliche bleiben, während 
X willkürlich eineä andern Werth y •erhSU^' als 

* V % - . 

i ^ 
wenn — Fx eine Constante und von x unabhfin- 

5C • -/. . 



' r 



gig üt. 

d d r 

V. Diese Gleichung — fx = — fyssa thut 

auch den übrigen Gleichungen (816«^ genug j. denn 

sie giebt -1/» = -i/y = ^ «*<^ 
, ip y 

VI. £& ist also allgemein 

d ■ 

— /*.= ö 

und hieraus: ^ ' 

fli8^ f 9C = a% -|- b, 

wo a und h^ T^n ntf unabhängige con^tatite GfösHen 

sind* ^ -' ' 

• * / [9] 



i$0 fi • 55. 

. Mriiwiekei, tklr^Ahit* von Poitst» ele* 

Vn« Di0 ^weitt GrSi$eJb laut tick «Ilgemeitt 
linden* Denn nn^fx ss ax -^ b folget auth fy se 
ay 4- 6 und f{x + y) =: aC« + y) ^ K Diese» 
giebt, weil nach der VmattBBtiMiung f(x J^ y) es 

OÄ + i »f fly + ft =±tf(x + y)+*, 

sigv 6 als o^ 

Et ist abo allgemein 

^ 220. /flc t±= aflf^ 

wo a eine Mnllküj^lithe, weiter, der Aufgabele* 
mäs« , to bestimmende Gonstante ist. 

VIIL Hierdurch ist die Aufgabe voUstatidig 
, aufgeloset und man landet, dass die Gleichung 

nicht anders eu erfüllen möglich ist, et^$ wenn 

Dasi ' cßaik^r Werth von /aä sie erfülle , ist leicht 
Ansehen. Er giebt . . ' 

ÄÄ -j^ ay SÄ a(« + y)i * 

wie gehörig. , . / 

I. In die xmef/e det sechs Gleichungen (aiS.) 

seUe m^ wieder x + A statt ap. iiji4.y -*» A »tttt 
y, so erhält man \ ■ 



* 

I 



al«o , wenn- man entwidwlt, 

d d* ^ 

y •' •* scy*^ -^ 

. - ' . ' 2 y*- -^ " ^ 

worans^ auf dieselbe Weiie wie oben, 

d d J' . d* d* , 

-• ' • \ ^ ". • . • 

etc. folgt. . ^ . 

IL AiU der ersten Gleichung folgt 

, . ... • 

d d' ' • * " . 

denn 9 vras auch die Grössen ^^fxjy -^—fxy »ein 

' . ■ ' ■ ■ 

mögen: sie können niemals x und y enthalten, 

weil sie sich sonst nicht nach oc und r nothwen- 

dig um gleich viel verändern würden ^ wie es sein 

miisste, um immer einander gleich £u bleiben. 

. IIL Die Gleichung (2230 thut auch deii übri- 
gen^ Gleichungen (222*) genüge denn sie jg;iebt 

d* d* ' A^ 

-^fxj = o, -^fxy = o, —fxy =2 Q etc. 

ly^ Er ist aUo «Ilgethein 

—focy ta —fxj =: a. 



(^ 



1/ 



lEnhJowhel, der Ahldti vonToteib^ etc, 

Aromas ftlgt: 

224. /*> t± A * 4* * =*=5 ^y + ^v 

Yk Da A^ ^ y Bein kann^ so. miiss nothwendk^ 
1^ s± c sein^ also ist ax ^m ay und folglich noth^ 
"wendig 

mithia 

026. jf(2Jif) =s/(Jc*) Ä flJr. 

VI» Daraus folgt weiter- 2* t= «% also ir ses ä, 

odet* auch aus /(^') = a^, wenn inan Je statt ^^ 

setÄt, /jc as-aV*^, also f(ßx) ac o\^(2^), ^nd weü 

f(2x) == /jp* sein soll, aJf =± a.y*2*, abo 

jc» =s 2*^ oder 

227. X si^r 2 9 
folglich ... 

228. /a:=/2=/>, 

welches auch der Bedixigüiig der Aufgabe /(*+/) 
= /(^/) gtougthut . . . 

YIL Wie man ^ieht ist aber die Bedingung 
(221.) für einen vträndtrtidiin Werth vdh x nicht 
£u erfüllen möglich^ sondern niir für den comtan^ 
tm Werth 2* v 



L* 



34* • •• • '^ 

I. tn die dnttQ der sechs Gleichungen 

seta^ man abermals «y*^A statt. ^ und y^^k sti^tt 
y, so erhält man 






54i n »33 

folgBcb, wenn ««(n entvi^elt, 



Vy^fc^/y+TS^— v>« 






x(AT-ft-/'y4-7j 

oder ., 

- . . A ■ ** / «^ / 



• « 



r» < < 



■ ■ ■* - X ' , 

* r , • — • ' . - # 

woraus, wcan man wieder 4ie Coefiicienten »tt 
den verschiedenen Po testäten von k einiiekr {plei^ 

etic^, fblgt. 

^ * ■ • ' ■■ , ' 

II Sie erste Gleiöhoog gie)>t 



* ^ • ^ i I 




woraus, wieder aus demsdben Grntide wi* ob«» 
in<$. 32., IV.), ^ , V 7 

«-- — =: .— — sss Cdiwr S53 ö* also 



o 



■ ^ — . N. 



'tS4- .. ' ' ■ . li , »4. 

f 

folgt,* welchej auch den übrigen Gleicliungen ge. 
nujpthun pcmss^ in so fern die erste Gleichung 
schon »ur yoUständigen Auflösung hinreicht > wel- 
ches , wie sich zeigen wird , der Fall ist 

'''.': 'j ^ «.■ ' ■: • • /: '* 

Ilh Man erhalt mub ~fx ss afx^ 

— /flc = fl* — /» =s a'/^ etc. 
«Ifo, v.ei'möge. des TaylorscIiMi Satses, 

» '« ■ - 

oder 

« » 

IV. Da der gegenwärtige Fall, wie in (J.5i.) 
bemerkt I der des Logarithmandm i$ty so erhält 
man , wenn man y sUtI x und die Basiä gleich u 
setcty . 

«der, wenn man y ä: o und * s= y setat, ' 



«'=«+«>+^+^ 



* • • • 



wo die Constante a nur ron der l^asis tt abhäogen 
kann, so dai^s a = 911 und also 



■•< 







\t 



«55. 14T = X rf yyu T^^T^ + g.5 ' • ^ ^ ^ 



,. ' ,. 



2. 



UI5 gw» wie ia (J. 24.^ Gleichung iSo^- 



* / 



odfir ^iich, durch den binonaifichen L«br$at« 4na*»i 
welcher geiaer*e^ aps ^er, r?cbrt^GlwtoÄgi»»5.) 
folgte jK) das» in«i,, .sswwn tn^ ^aoh def. gef*^'^ 
wärtig^n Methode verfahre» ivilfl» mir di^.»et**t# 
Gleichunfi: »uerst untersuchen darf* 

Der binomische g^ite aewjich giebtj . 

tiT «J. ^u^^l ^ill-^ uTf^H ^T "»' ^i' '-' j . ■■ . tiyT^a»**^^ 

oder, 'w^enn. man u sc; n JanÄ. Jfe s=; a ^ t »^W* 

, • •> ■ ' 

( I -f tt ^ j.)y, oder ^ 

Nun ist die obige Cönstante yu der Coefficienl Äur 
ersten Potestät von r in der Entwickelung von ur. 
Dieser Coe£acient ist in dem Ausdrucke (a54.),,wie 
leicht zu sehen , gleich u — i — i C «J — * ^ 

a56. yu = u-rx~i(u— »)• 4>4(u— x)»»..«; 

■wodurch die Entyrickelun« d*r Exponential-GröMe 
auf die öhSge W«i«e voUrtänüg geftin4«» '»'^' 



♦■♦•••*■ , • 's •>, 






f • . 



f. 



\ 
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L Bei der vkrttn der iBeqhs Gleichungen (&i30 

Xklin man, ''w^n mAh mll, das^/tUe eine' Seife 
der Gleicbub'g mit yeranderten 'Werthen von « 
ubd ^^ deh nemlitfheti Werth behalte, diesen SSweck 
liidhl soirobl dnreh :^ «f- 4c ptitt ä: and>— ib statt 

y, als Tielm^br niEr'j8nrcli'> -{*• jcfe oder *(* + ifc) 

. • • • 

statt X und ^.--7-7 oder ^(i*--*i-|-k*^-k*+....) 
6UU )* erreichen. Dieses giebt 
fix + *0 + f(y-yk ^yk^ ^yk* 4.*....) ==/(*. >X 
oder, wenn man ettt>rirJceli$'' .. *. 






«r • 



II. Da nun nach der Voranssetsung /«y ss 

^ /* +/V ist, so erhält man, wenn man fliuf bei- 

den Seiten fx -|- /y weglässt und die Coefficien- 

. ten zu gleichen Potestäten von k'^^ zusammen gleich 

; Null setst, 



fi36. 



x'' 



y . 






In. so f^n die- erste Gleichung etir Tcdlst{indigen 



55' V H ' >37 

Aoflösung hinreicht, iscii man nnr bä d^selB^ 
«t^h^n U^ßibeQ, >yreU die übrigen fileichangfixijiicllt« 
Widersprechendes geben Rannen. 

III. Diese erste Gleichung giebt aas dei^ nem» 
lidien Grunde , wie oben in "(S. 3i«, IX^Ot 



*— /jc == y— fy =5 Consr =s u, 

. j». .. . . —'• , 



» > »V 



akb - 

fl57. — /* =s ax. 






* 



ly. Darans folgt! weiter , wie siplrbei der« 
den binomischen Lehrsatz betreffenden sechsten 

* * • 

Gleichung zeigen wird, .r , . 

y.. Man erhält also für den gegebfrartig^en 
Fall *'■'' 

VI. Da der gegenwärtige Fall^ wie in (J. 5^.) 
bemerkt, der des Logarithmen ist;, s9 ^rh^lt majo^ 
wenn maii z statt m setzt und den LogariUiniexiy 
s. B. auf die Basis u besiel^t, 



.., ..* 



< VU. SetEt man z 3S i und A = ;&^ ^so erhUlt 
man, weil ^'i =: o ist, 

■ • 



/- 




.«■« *v * y > V« 



«dar, v«nn tnao »-^» »tnfit < «otet^ . «; 

' f 

Vm. Für «SU iit "« s=s I, Äbo 



A «( ^ ^ K «' « 



woraus 



,41 .. ^. 



843. « =^ 



ttithin 



(b--i)-.|(u— i)» 4- |(u— !)•..„» 



folgt y welches die vollständige. Entwickelaag def 
Logarithmen der Zal^ z für die Basis ti ist f gan& 
wie. oben (Gleichiingen ftSupd i;i«)t - ' .« 



I * 



i • I ' 



k. B 4 



3Ö. 

I. Asf di« /ttr/te der s«dis Greicbnngen OmSO 

sich* die bisherige Rechnung ewar niclit un- 
mittelbax' anwenden': man kann aber wie folgt 
inerfiähren.^ - ' ' "' 

IL Man setze x -(- ^ statt x und x Hh ^ statt 
y. so erhHlt man 

=(^+» V+i' ^/ir....) K(/y+A|/,+^^y....). 



* r 



5-» X • igg 

.. SeUtmaü hitr : 



1^ . «K 



I . ■ ~.fc«" • • \. 






s • \ 



•o erhält maa' . ,. ,' . - .. 

A+/,?=j:*/y+iö^ri/,^/*iA)+-i(....).:.i, 

' • - '• * • 

woraus^ weil nach der Voranssetsttng f^^ft 

/' ä • ' . » • ♦ 






'#*■•- *^». ^ ^k. i^ka • -^ >M^ab.b ■•*•• »' 



folgt, ' 



* « * 



»t • 1 



■; III. Dieses giebt, Teni&(f{^ /« + /y :B/»/y, 
äf*:^(Jxy. also 

• • • • 

s. 246. fx:=i2. 

IV. Die Grund - Bedinrai^ kann also . nicht 
für einen beliebigen Werth Ton x , sondern nur 
dann erflillt werden, . wenp /x ^den con«tantezii 
Werth a hat. Der Fall ist demjenigen in ($. 53.) 



Shnlich« ^ 



37/ . ■ (■>■' 

I. In die lecAfts der sechs Gleichongen ^9i5») j 



setBB man, wie in (J. 5&), äp + ife oder Jir(i 4- fc) 

■ » ' ■ 

sUtt * nnd ^-T^ , oder y (t — k + k» — A». . • .) statt 
ff so erhält man 



i 



? 






J(,x.y) = fix + xk).f(y—yK^ !»fc*<— y^» ... .y 
^4?r# .wenii .njanv ent^rickelt, . _ v , * ' 



♦ • . <■ , » 



/('•y>« </^«+*fc4^«+^'S/*..,.) 



2 iif' 






^*- - .... -V - t.».. •-'..- I 



oder , 



^ ^ , k* . d* 



/C*.;) =/*^/y +^V/> ~/V4. |:*'/>^A . : 



-^^xy±fi±f,^:\^ 

'^^ll. IjäfiSt ÖMEIl f(x,y) =:fxfjy wcg Ulld fiOtot 

diö Coeffieienten äu den ei&a&elnen Potediiäten yön 
i gleich NuliV 80 ierhält man 



••»r 



!#► d d ^ 

d* d W» 

• • t : t/ , . X y 

etc* / 

ip. In so fem die erste, Gleiclmng, jwrie e« 
der Fall ist, »ur yollständigea Auflöwng der Auf- 
gäbe »üreicht, km n min bei cWi^lben allein ste- 
hen bleiben« 



8.7t- li ''-^ 



• » •> A ) I 



/■ 



IV. Sie giebt 

■■V ' ~ " • ■ 

und, aut dem^elblg^en Orunde« ttlc ($. 3a., IVO> 

oc— /» y—fz 

349» ; » i IBS f ■ ' >. r ' s= Co/Ht «aa a, 

25o. »—/»zsiafx. 

V. Mitn. setze hierin » + ^ «**** *> •^ •^- 

. *~ ** * '.,•'• 

hält man 

(* + k) Lf (« 4 )t) =s «/(« + fc):, . 






oäery wenn man ^entwickelt, . 
oder 

5-5 fl/flo -|- ai— /» + ** (• . . 4) • • •. - 

oder, wenn man die fcoeffieieiitcn äu gleichen -Po- 

testäten von t. gleich setzt> : 

' • . ' .. - ■■ ■ ■ 

21 r» 4. » ~- /«•=: A -ZJ^y 

. » ■' • • » . 

wc^ans folgt t' 



y 






Entimck^.eb» Ableite li>Qn PMi»£Mc. 



VI/ Eben wie aua » —f^zs: a/»^ 9^ — f» 
(a— 1) — /x fdljft, findet sich hieraus weiter 



262. «-f/^ 5b(ö-75>~/« . I 

and hierauf 

255. »-^f»^ia^5)—f» 

X* . X* 

u. ». w»j wie allgemein y ohne wiederholt^ Rech- 
Ban|^ leicht £U sehen , wenn man der Reihe nach 

— /« und /» mit v-/aß'und — /»; not — /ocund 
X X ^ »*r 

4*; " ■ • . • . • '.' ' 

— /» u. s. w.^ so. wie a aut a-^i, ««^-2 et^. Ter- 

X , -v ■ 

wechselt, welches angeht, weil die Rechnung (Y.) 
von der eti^aigen besondern A^jt ;der durch — / 

X 

und / angedeuteten Zü«ammenset£UJigs*Focmen der 

d / • ■ 

Grössen -^ /x u|id /» nicht abhängt* 



VII. Man erhält also 
1/« = fZf (250.) 



X X 






' d* ''; 



X' 

u. s, w. 



n 



^/ 






» ' 



87.' , -•■"',& '14g 

' ■ ■ - 

folgUcIi für den {pe|;«a'V|ift%en Fall - 

256. /(« + fc)=s , ' ^ 

VUlJ Der Fall ut, wie in (f. 5i.) b«m«rkt; 
der der Pottestäten } also erhält maa^ Wenn man 
uT statt /», folgUch (0^1- kyr «tatt '/(*+*; «chreOrt, 

Mtin setz« o =: 1 und & ss 11^ so giebt dieser 
Aiudrack : . ^ '. 

'i66. (i+«)r=i+au+i:Äni^*+^:ifc?„».... 

3 52 • j> <- 

WO noch die Grosse a sa suchen ist^ did nur Ton 
y abhängen Jiano^ 



♦ .. • / j 



IX. Man setze selbige e= 7 y, so erhält man 

367, (» + U)y isB 

» + f 9 y + Y * V («► y - ») + j3 yyC^By-iKf y-B)...., 

also auch für irgend einen andern Werth von y, 



«58. (1 + u)^ SS 



' i 



> ( 



desgleichen für y + * statt, y, 



L 



57- 



Eiitu^ßckeL'derAkteii* von P^ofoti^« eic. 



w 



259. (i+«)y+k-- X +u>(y+t)+-y(y+j)c^+jfc>_,y 



ZI' 



/ ^ 



2. 




— »)(9>(y+*)— a).*;. . 



X« Nun i^'t aber, der Eigenschaften der Po- 

also ist 9 wenn man lileria die obigen Ansdrückd 
snbstitoirt. 



^ I 



XL Hieraus folgt, wenn man diie Coefficien-^ 
'ten £a gleichen Potestaten yön li gleich setzt, 

•V*" '' ' ' J ■ < 

!9ly+*) = %y + v^ 
ip(y+*)(9PCy+*)~0 = yyCyy— 

XII. In so fern die erste Gleichung, Vfie e$ 
wirUi<^ der Fall ist, zur Auflösung der Aufj^abe 
hinreicht, können die übrigen Gleichungen nichts 
Neues- ffeben und man kann blos bei der ersten 
Gleichung stehen bleiben. Uebrigens lässt sich, 
wenn man wiU, attcb allgemein, durch Facultäten« 
Ausdrücke nachi^eisen, dass diese ersto Gleichung 
allen ^ibrigen^gienrugthilt ' ' 

XIIL 



« 



' äxarch Functions- Bßehjümg^ 

XIII. Die»e^ erste^Gldcliizng ungenau von der 
'Art der ersten TOn den sechsen in ($. Si«)^ «Iso 
giebt sie^ sa Folge ($• Sä«» YHI.)» , 

262. yy 5=5 cy, . , 

wo c irgend eine Constante ist»* die nicfat mehr 

• . . . « ^ 

Ton y abhängt« , 

XIV. Man erhalt also nunmehr in' (267.) 

1 + u «?/ -1-^ <:/ Cf/— 1) + ^ #y (c y — 1) (cjr- a) .... 

XV« Da^ die Grösse c w^der von y^ noch ivon 
u abhängt» so kann sie nnr eine absolute Zahl 
sein, das heisst» eine Zahl» die tut jeden beliebi« 
gen Werth von u und y die nemlich^ ist» 

Für / = 1 ist (l + ")^ = 1 + ^9 al«o 

• ■ . • 

i+u s=: i+u.c+^c(c-i)+~,c(c-a)(c--ft),,;.» 

woraus 

264. c es 1 . > 

■ ■ ■ • ^ • 

folgt» welches der Gleichung vollständig genugthut* 

XVL Man erhält alfto ninimehr [aus (5^62.) 
vollständig : 

\ I 4 '"' '• 3 . a.3 

welches der binomische Lehrsatit» völlig allgemetn tü^ 

Der gegemSrtige Beweis desaelbeü itt 
demjffii^fii in ($• i^.) m ao fem vorAUciehep^ ..ila 

[10] 



* « # * ^ 



(^ 



Andurejäjtwehäfmgender SjtttdicJieL 



•4 



naa hier ^ in (XI und XIL)^ wann man wUl» b«^ 
«osderft • nachweisen liann , dass die Gleichnn]^ 
yC^-f-fc) =5= yy + yfc den . fibiigen, «ns (s6o.} fol«- 
^nden Gleichungen genof^thnt^ welches in ($. fiS«, 
, V, VI.) nipht wohl angebt , wa vielmehr das Re- 
saltat auf deiü allgemeinen Schlüsse ($• aS., VI/) 
beruht. ' 



Einige andere Anwendungen det Entwicke- 
' lung durch Funütion^s-Recftnung^, 






3Ö. 



» fc . •■ • ■ 



In den vorstehenden sechs Entwickeliingen kam, 

'.••■■ • » • • • •■ . 

W'ie man sähe, nirgend äine unbestimmte Grösse 

.; -. ^- r ■ . ' * i ^ '. ' ■ ) ' ,-.\ ' '•. 

O • 

"Von der .Forp r- vor. VVenn man auf diesen Um- 

Stand einen Werth legen ly-ill , so würde die 
aü^ diese ITntwigkelüngen angewandte IMfethode vof ' 
der abigen Methode, die er&te Ableitung ^i^^^ der 

allgemeinen Gleichung, — /rc = /^^+P"- £f ßir 

Jt =;= o, zu finden, einigen Vorzug b^ben. Allge- 
mein kann ihr indesseh ein solclier nicht zugestan- , 
den werden, weil sie nicht gleichförmig Anwen- 
dung findet, sondern n^cH d^fir I[mstättde,|i eigpn^ 
thümliche Kunstgriffe erfordert^ mithin /nicht ele- 
mcblat''geÄug^i)st*/ i .J. - '; .1. ,-.:'.^ . -• «^ 

' '• Bie MeUiode kann iwä«smi»jn:'9<erw&kä(eren 
mienv besonders wo TßM ott4 Bigensdi<gtoiKfm£# 



' . 



■^■"■■'^"■■■■■■■■■■■■■■^■■iHHHPHB^HiHBBHHHHHVHa 



s». ■\ ,. I: , . - ■ ,147'' 

, ner abhän^g.en Grösse YoÜständig gegeben »ind^ 
von Natzen $eln. Um an einem Beispiele zn sei- 
gen^ vnJe man daftiit bei allgemeineren Abhängig- 
kefts- Foi^men verfahren könne ^ ^wollen- wir einen 
'solchen Fäll i^ntersucheii. ' ^ . * 

I. Da, das wesentliche Mittel der Methode 
darin besteht^ ^u macheii^ dass eine aus zwei oder 
mehreren 'Grössen zusammengesetzte Grösse ihren 
Werth nicht ändert^ wenn letztere sich verän- 

« • • 

derli, so kommt es vorzüglich- darauf an^ i&u sehen, 
wie. solches allgemeiner möglich sei. 

Ss sei zu dem Ende 

> ' ' ■ • ' • . ' , ■ » •• . r • 

,266. F(9Cyy)=z . , 

.irgend j eiöeL belitbige i Verbindung zweier. Gr^saea 
'96 und ^. Man Verlangt zu ;wissen ^ . was, wenn 
man etwa ^ -f* A statte setzt, statt J' gesetzt wer^ 
den mnss^y yfenikEioc^i.y) seinen ^W^l!th. nicht än- 
dern soll« ^ . . 



'IL Man bezeichne, was. in diesem. Fallj^ statt 
y gesetzt werden muss , durch / + ^ > «9 ^eJlMr Jt> 
vrenn man: <-f> A «tatt k aod^4~-A'?'^f*7 s«%zty' in 









^ I 



"1 "~~ _■ 2 • • • • 



Über» 



■iiv ti ^ -r 



.♦•« 



1 1 
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Andere Anwendungen derEntwickel* 



Man seUe 



• • • 



a68. 1 = pfe + /»** + yfe» 

WO c»> ^9 f etc* uijLbestiminte Coefficienten fiind^ so 
erhält man^ wenn man Dieses in (267.) substituirt^ 



• •.. • 



•4-ai — z-^ßk^ — x. 

+ cik* — « 

- «y 

+ — — -r« . 



• • • 



•■ • • • 



• • • 



IV. Da nnn 2 seinen Wertk nicht verändern sölly 
wenn man »c+* statt Ä?nndy 4-A6tatt y setzt, so 
muss die Grösse <269.> ghkh s sein, . Darani folgj^ 
wenn man die Coefficienten su den rerschied^nen 
Potestäten der willkürlichen Grösse l, die auch 
den Werth .Null haben kann , einsein gleich NoU 
setzt^ 



y * 



» 



u. s. w. , au» Reichen Gleichungen die -Coefficien- 
ten a, /?,/••• . gefunden werden können , wel- 
ches alsdann den g^üchten Werth von l giebt. 

V. Da es, aber bei der Anwendung zuletzt 
bloss auf die erste Ableitung, das heisst, blps lEiuf 
den Coefficienten zur ersten' Potestät;. von 1^ an- 



/ 



I 



•' 



kommt 69 kann mani bei diesem Coefficientep, 

' -' . ' 

ajlso bei dem Goei&cienteit c» stellen bleibfin. Die-. 

s^t ist, der ersten Gleic^iung (270.) zii Folge, wie 

man Weht, ganz allgemein; 

d d 
^ 271. a s= — — rZ:%-r-Z. 

' 3c y > 

VI. Wenn man also in ^\e Grösse sbs F(«, y) 
(a6j50öc+^ stattöcnndy— fe — 2 : — « .... statt y 

. y / ' 

setzt, so ändert dieGrö^sez ihren Werth nicht; 

VII» Um hierron eine ziemlich^ allgemeine 
Anwendung * zu machen , setze man, es sei -die \ 
Gleichung .. ^ ' . 

als Ausdruck der Eigenschaften der durch §, /, (p^ 
ilf nnd F bezeichneten Formender Grösseniinter 
diesen Zeichen gegeben. Die durch § und F be- 
zeichneten Formen mögen gegeben, /, 9 un^ V 
unbekannt s^in. 

Vin. Man setze, der Kürze wegen, '^ ~~ 
yi:=3p,^py=:9,g(p,8)=s« ujid J^«, y) ;=s ^ 

80 dass 

üi5. S'sa i^X', 
' - ' •^' _ , . 

IX. Nun wurde oben gefunden ^^ das» sich t 

oder S(*, y) nicht ändert, wenn man » + *^ 

•, d d ^ 

statt « pnd y — * — « :, — « . I # ♦ statt y setzt» 

' . * y 

Die Grösse 8 geht hierdurch in 



( ' 



\ 
\ 



'/ 



» . > 



"i5<y ~' ' 'i; ' ,, ' , 38. 

AndetßAnwendungön d^rEHtitickel. 



. d 

DP d ^ d 

1* « y 

y ;. 



über. . Also muss, weil solche nach wie vor gleich 
"ipz uad folglich gleich % sein soll, 



r rf 



oder 



^l — p*— •*-; — — t — 9 =: Ot 



P:.*y «y» 






sein. 

X. Es sei z. B. 

., . , ^ 

:a76. (föc)^y =:^(«, y) 
so dasa^ 8 ab pq und z t=z x^ - so ist — g=3öp4-« 

-? ~ pf-'/'^iri' = ^S^'y 7«= 7«y. ir^=y' 

d 

— fcasjfc; alsa nach (274.) ' ♦ 

oder, w€nn man mit p^"**^^ dividirt, 

« 

?»— P = Py.*Py> oder 

•■ • ' • 

876. «^jy.!-/» SS yfx-^f^,*f*>t 

y 



■ I 



I 

36.. • • 1. ' l6» 

durch Functions ''"Rechhuikg* 

woraa« 

folgt.' 

jXL' Da die beiden Grossen x und y von 
einUnde^ unabhängig sind ^ vo kann der Werth 
der Ausdrücke auf beiden Seiten dieser dexcHün^ 
weder X noch y enthalten^ vreil sich sonst, ausser 
wenn x und y gleichförmig vorkämen, woraus dann 
aber Nichts folgte, die beiden Tfaeile der Gleichung 
unmöglich immei^ gleichförmig ändern könnten* Die 
Ausdrücke auf beiden Seiten der Gleichung müssen 
also . nothw^idig einer Constante gleich sein und 
a&war einer und derselben Constante^ Man erhält also 
. d , d 

x-^fx 1 y — ^»y ' 

ä78» ■ j.A- , BB a uad *-^ — *— es tu 
'fsxi.fx q>y 

XII. Ans der ersten dieser beiden (Glei- 
chungen folgt , «wenn inan, der Kürze v^egefy p 

statt /de schreibt: f tas -^', wovöii die ifitsfenn- 

gleicbung ®<V) = ö.^J»? + •*, oder «(®p) = *(«■) 
+ *t =: ®(pc*.6) ist , welches 

: .... 4 • 

flC* • D - 

*p =^ ' *^ lind ji SP e . also. 



X =: e !giebt. 

XIIL Die zweite Gleichung (S7S.) giebt 

^^+*'^==e(y.*0, also 



— V7 

y 

>y 

1 


=* 




also 


•(«y)'=« 

1 






. > 


\ 


• 


- 


f 



• 
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' Andere Amvendungen eic^ 

\ 

I 

a8o. .9)7 =3 y»c. 
XIV. Man erhalt also^ vermöge der Vbraus- 



ö6*.fr*y.»c 






i^oratu auch Afß folgt 9 so. das« die Au%abe aufge- 
löset ü^ . . 

39- 

. Ohne mehrere Beispiele hersnsetzen, siebt man^ 
dass sich auf diesem Wege willkürlich mannig- 
fache Formen aufstellen lassen. Die Methode ist 
überall unmittelbar anwendbar, wo sich in der 
Gleichung (274.) die Grössen x und y sondirn lää" 
sen. Wo dieses nicht der Fall ist« ist die Auflö- 
sung schwieriger und führt auf eine eigenthümliche 
Ajrt von Gleichungen , in welchen die Grössen x 
unä y mit unbekäfMin Fanctionm^ von ^^hrnn ver- 
mischt sind« 

Wir YTollen die weitere Ausfähnrng dieses 6e- 
genstandes auf eine andere Gelegenheit versdiie- 
bea. Wir schliessen hiermit den obigen Versuch 
einer systematischen und allgemeinen Aufstellung 
der Lehre von den Poteni^en, Logarithmen 'und 
Logi^thmandea 9 und gehen nunmehr eui^Schst £u 
dem «weiten Hauptgegenstande der gegeawärtigeo 
Abhandlung^ den Facu/tJtte/i 9 über.' 



-**( 



» 



m. 



^^ 



> • 
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Zweiter Abschnitt 



Von den Facultä;ten. 



i -r 



. 1 



-1 KJ?. 



/' 
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«• » V t 



' / 



Definition der . Facultäten. 



r 



40* / 

iYJlaö pflögt Producle von Factören, welche, der 
Reihe nach, um Gleich -Viel von einander ver- 
«chieden sind, jaIso z. B. Prodncte Tfie 

u{u±x) (u'±Qx) (ii+ 5a;).... (±(y— i)i) 

jPaculläteri . oder auch Factori^len^ oder Pottnun 
^wüi€r Ordmmg n* s« vr* zu nennen« Dfen ersten, 
kleinsten oder grössten Factor u nennt man BasiSy 
den Unterschied der Factören, x, Difftrenzy und die 
Zahl der Factören y, Eoqfoneni. , So lange u eine 
ganze Zahl ist, ist diese Definition völlig deutlich 
und bestimmt Sie hört !aber auf^ es zu sein. Wenn 
n nicht tine ganze Zahl istj denn eine andere 
Factoreid - Zahl , als eine ganze, hat keinen Sinn, 
weil man nidit Grössen i$ oder f Mal mit einan- 
der nlultipliciren kann* 

Nun aber ist leicht zu sehen, dass diese Art 
von Grössen mit den Potestäten , wenn man letz- 
tere als Producte gMcher Factören betrachtet, nahe 
verwandt ist. Die Factoriellen oder Producte MqiUy 
differmttr Factören sind nichts anders als eineali- 



;. 



» ^ 



i56 iL 40. 

Definition der ^acultäten./ 

gemeinere Art von Potenzen, wenn Potenzen Pro- 
ducte gWcher Factoren sind. Letztere sind ein 
einzelner, besonderer Fajl der Factoriellen , . nem- 
lieh derjenige, in welchem iie^JXfferenz der Fac- 
toren Null ist. 

So wie nun aber Grössen YQrkommen, welche 
die nemlichen analytischen Eigenschaften und Ver- 
hältnisse haben, wie Prodncte gleicher Factoren; 
phne selbst solche Pi:oc(ucte zu sein, so kommen 
auch Grossen vor, welche die analytischen Eigen- 
schaften der Factorjellen haben, ohne dass mau 
sie durch BAltiplication äquidifferenter Factpreu 
zusammensetzen könnte. . So wie man also veran- 
lasst wird^ die Bedeutung des Wortes Potenz, oder 
Potestät zu erweitern, und nicht bloss Producta 
gleicher Factoren darunter zu verstehen , welche 
das Wort alsdann nur in dem einzefaien beson- 
dern Falle bezeichnet, wenn die Exponenten ganze 
Zahlen sind , sondern yielmehr Grössen , welche^ 
ohne durch Multiplication zusammengesetzt wer- 
den zu kennen, die nemlichen analytischen Eigen- 
Schäften haben ^ wie die Producte gleicher Facto- 
fen: so wird man auch veranlasst, Grössen zd un- 
tersuchen, welche den Gesetzen der Producte äqui- 
differenter Factoren unterworfen sind, ohne dass 
rifi selbst dergleichen Producte wären. 

Die Untersuöhung und Entwickelung der Pro- 
dttctt äquidifferenter Factoren hat keine Schwie- 
rigkeit^ und es bleibt mit dem^ was schon gesehen 
hen und vorhanden ist> fast Nichts mehr für 



40. II. - 157 

DefiMbion der Fciculbäteh, 

selbe zn wünschen übrig.. Selbst wenn der Expo* 
nent'ein Brach \%X, ma^, "vvie bei den Potestäten, 
noch eine vollständige Erklärung und Entwicke- 
long, wie wenn der Exponent eine ganze Zahl 
'wäre,' mdglich sein» Allein wenn der Exponent 
eine fr6/Mif£€, transcendente oder imagiiiaire Grösse 
ist) ist/ die deutliche Vorstellung von den Facul- 
•täten und die Entwickelung derselben, wie die der 
Potenzen , wenn nicht unmöglich , so doch gewiss 
-mit sehr grossen, vielleicht noch fdcht ganz über^ 
^wpndehen Schwierigkeiten verknüpft ^ 

' Die Absicht des gegenwärUgen Aufsatzes ist nichts 
zu wiederholen und zusa^imenzustellen ^ was seit 
"Stirling und Vandermonde« bis aöf Kramp 
mid die neueste Zeit, in dieser Untersuchnng ^^ 
schehn« Der Zweck dieses Aufsatzes' ist vielmehr^ 
eine oiBgmiüne udA demeraare Theorie der j^a^ultit- 
ten zu versuchen;, die durek' keine Eigenthümlicb- 
'keit der in Rechnung kommenden Grössen be- 
schränkt ist, und die also die Theorie der äqnU 
diffiBrenten Factoren nur als einzelnen, besondern 
Tall mit ^ umfasset. ' • 

;, Wir stellen . zunächst von den Grössen^ <lie^ 
-den Gegenstand des gegenwärtigen Aufsatzes ausi^ 
machen , folgende bestimmte Definition auf. 

$U*$ind ^Ajmgtifiy welche die rnmüiditn analy.f 
{ tischen Eigenschafun und J^erhäknisse haben, me 
3^ ftvühkte äqtädiffennter Fac^rtnj ohne^ sdbst nofh» 
- wenMg deßglddhen Producte zu sete. Sk und nur 
t ' dann detgMckm Producte^ wenn die JSxponenun 
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gamA Zakim und. Ausserdem sind üe -Or^ggm^ 
wdtht' nichi durch bhate Muhipücation^ sondtrß 
nur durch Rtihgriy oder durch andere analytische 
, Miltd darguulh werden köfuien. 
Dd^te Definition i$t völlig bestimmt und |die 
Aufgabe, daas man dergleichen Grössen entwickeln 
«alle^ ist unstreitig erlaubte Es kommt nur darauf 
an 9 ob die |lntwickelung allgemein möglich ist. 
]bt sie es'y so bat /man nicht allein die Entwicke- 
hing der Ptoducte äqQidiäer,enter Factoren evu 
schUesslich^ sondern man hat diOs Theorie aller 
jßriissen, welche die nemlichen Gesetse befolgen^ 
nie jene . Prodacte y vollständig. Diese Theorie ist 
dann nothtvendig überall anwendbar ^ wo dergleichen 
Grössen vorionvntn^ Diet Frage ^ ob sie aöf Vorw 
kominende Grössen anwendbar sei , beruht dilrsinf^ 
welche Gesetze die Torkommenden Grössen befol- 
^n, weldies die Aufgabe lehren muss» Sind diese 
X^esetse diejenigen äquidifferenter Fäctoren ^ so ist 
die Theorie ihpen angemessen t Dieses ist Alles^ 
vtnk man für diesen Gegenstand verlangen- kann, 
eben wie bei den Potestäten* ' Sobald die Theorie 
dkt Potestäten, das heisst» von Grössen, .'welche 
«nt Producten . gleicher Fäctoren einerlei Eigen«? 
Schäften haben, allgemein vorhanden ist, hat man 
'Ausdrücke, welche überall anwendbar sind, wo Gros-« 
BMI vorkommen^ welche den nemlichen a»al7ti«chen 
Gesetzen unterworfen werden können, wie Preducte 
gleieberFactoreki. 06 vorkonimende GrössM Poieirif- 
un änd und folglich für die vorhandenen Ausdrücke 



, * 



päasen^ 'bfioft.'davoa nh^ ob. si» Jen« Oesetee^b«* 
folgen ) :lnreiciie >in ^der That das bestimmte msif^ 
tische Kenns^ilcfaeii id^^ Potesiüten. Jind« Sobald 
^wlcbes depiFaUist, 6il^ irieifl«g8n«läQ46 {üi^ die 
^vorha^depe . Theorien Ebea.io bei den Facultäleb; 
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jP^o/i den Benennungen bei Facultäteh. 
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Um^ nua'der Ton dm FacuItSlea anfgeiitettted 
«illgemiii&IlD Otfiaition ihre bestimmte Bedeatnng 

zu geben-, ist es nöthig^- die ESgensctiaften der 

» ■ • 

jproduefei 4^[iiMilrerenter Faetoren selbst su unter-» 
«odi^ innd herMueteen ^ denn auf .dieae i><kfe&/ 
«ich die Definition. 

' Ztt'^s^eai Zwecke ist ^^et>, nmmitfestimm]»- 
ieit, ' ohne: ;nftetfet«lflndnis8e und Verwechselan- 
gen B]a Werice'fttc g^ben, nothirendig , Wst i^ber 
die > JSsfltninii^ «nd ' Be^flieAnifqg des Gegenstandes 
der Angabe im Reinen M. sein. 
:• Es ««ind y wie oben gesagt, für Prodadte Sqtd^ 
d&ftrenteP'Faotorent, die Benennungen: Potens 
«weiter Ordnung, Factorielle und FacoltSt g#. 

brKudiUeh« - < 

" IHe erste Benennung: PoteM ^opmftr Ordnw^ 
w^de pa^sMd -sein^ wenn das BeHrort: sü^eft«* 
Ohimdg 'tiidht an die dMdtarch btoeichtfeteii Fttlle 
bdi-^ClfirVett', liet Gteiefaungetf , bei AMeitangM 
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' MeHennungeH hei Facultäten, 

' 'I , 

a»i84 :V^ . tHnneHey welche sam Tbeil- anderer Na- 
tur. And , ab der Ge^fenstand des |^e^nwärti||^en^ 
FajyUr Cnnren y GUidmngen und Abieitangen tisnL 
W (Mmng uiofiigfen mdit so beatimmt- liBd eigen«- ^ 
tfaümlifdi-äfaiiiiche; Oin^e . erster Ordonnj^, yn» 
Producte äqtädiffereniu' jeacloren/ ProducM jfWeAcr 
I'actoren. Das Beiwort ist also nicbtgans passend» 

Qile zweite Benennnng: Factoruttt ist fUr die 
gtgehwärtige Ansicht gahs unpassend ^ denn sie be^ 
zeicbnet Produa^ von Faktoren , yon welchen y all- . 
gemein genommen , gar nicht die Rede ist« Sie 
würdey a//^cyncm angewendet , oflbnbar unrichtig 
sein und YorstellnAgen ausdrückto^ welche dein 
-GegeyQstande fremd sind«. 

£s bleibt also nur noch die dritte Benennnnf^ 
JFaciJiäty übrig* Diese Benennung hat wenigst^taa 
nicht den Fehler, unrichtigg Yorstettungeil sü err^ 
gen, .wegen ihrer Analogie mit der. Benennung 
jpoiistßti aber ist sie auch gerade t^idht.nitpassfnd^ 
obgleich sie die eig^nthümliche Verwandtschaft läir- 
SM Gegenstande/i mit dem Gegenstände des Woir« 
tes Potestäty wie e^ sa wünschen wäre^' nicht hnr 
fl^chnet« Sie istfaUo, obgleich vieUeidbt nicht die 
beste ^ 80 doch nicht 2u verwerfim. Wollte jMft 
dem gegenstände; eine bezeichnende Benennung: g^ 
ben, so müsste man ihn Tielleicht.; attginuitu Fo/c^ 
ftät i^ennefti. Um indessen so« wenig wie ^glich 
neue.Beneniiungen zu gebrauchen, wnUexi wir» bei 
dem Wort0; i^oi^ä^$, «tehen bteiben, ucid alaihdie 
\mk fH^rig^ii Paragraph, definii^^e ßrös^en Aoiftaic» 

nenüen» , 
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Benennungen hei Facultäten^ 

.nenne», ßas ; Wort ^ Jlicf(rr)V/Ä kommt uns dabei 

. ,,, . I . >v • .- ->^,^ -^ ' -^ *' "■* 'J ■,.' 

nüt seiner Eigenlhümlicnkeit gut zu Statten. Wir 
-wollen nemlich ' diese let^Jte 3enehnun£ dem beson* 
dem Falle der Facultät, wenn der Exponent eine./ 
ganjse 'ZaÄ! iii\\''*Miso' den' J?h>dmtm n^LädiffSrmur 
Fattorm beilegen), so'd^^ 'Fictoirkllm, weimi mab skh 
einer analogen Bezi^ichniing^ wie bei- den Potestäteni 
bedie«(«Oi wilj,- -^ro/)roiiö/e . JFac»/f*efi sind. ^Snwäre 
7m. >yutts.chen , dn^l? . man, für .rationale 'Pofenzen.^ . 
qdfiv für Pr/^ducte^gleißber. F^ctoren, ebenfalls ein 
b^ondier^s Wort hättf . . , ,^ 

Z. ' * f * 

'"'--•• ■• •• ■ • ^ • ■■ - ." ' -v: ,•> 
.: Die, Benennungen der Grössen, aus jw;ekh^i| . 

eine J*acultät zusammengesetzt ist, nemli<:lr ^a^iSj. 

jpi^rens und jEÄiponent könn^il unstreitig, Muzfelei-/ 

ben , : w^il dagegen Jfichts^ einzuwenden Ist;, und 

dieiselben.. ivieliQe^r d^^ Zusammenhang, der Fj^cuI-v 

täten i^it den Potestäten recht £cut bezeichnen. . 

Mau'.könnte für die Elemente der Facultäten.. nach 

' ihrouf verschiedenen Beziehun^^en auf einander, wia 
bei den Potestäten, aucb verschiedenevBencnliun- 
gen verlangen ; allein der Nutzen ^er Verschie- 
4^nheit der Benennungen wäre nur. geringe^ und 
d^agegen der Nachtheil gehäufter, Wqrtß, und 
TJnterscheidunficen bedeutend* daher wir davoft 
abstehen. Bei deh Pote&täten sind .ebenfalls die 

, verschiedenen Benennungen beibehalten worden, 
weil fiicf^ einmal vorhanden w^ren. ^ .; 
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Von d€h Bezeichnungen der Facultäten^ 
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Die B«ssriehnuag 4^1? ^¥^^}V^ V^ f bea to 
verschiedeo, wie. die BeoeiiQaQg. ' Anx^ Mufigaien 
Be^eichaet man £• B.^ das^ PjNmttct 

durch u*'*. Andere" bcÄeicIbnen solches durch [w,*^, 
öder bloss durch t^]^> wenii r» si i ist. " Die erste 
Bezeichnung^ scheint Yreni^er passend , als die 
letzte, weil die Differenz *•, in ihrem ^Einflüsse auf 
die Zusammensetzung^ der Grössen , nichts mit dem 
Exponenten gemein ;hat und also nicht in die Ge- 
gend desselben gehört. Die zweite Bezeichnungs* 
' Art setzt die Differenz an den Ort,' wo sie in 
Bechnüng kommt, und ist also iii so fern passeii- 
der/ Wir wollen daher bei dieser Bezeichnungs- 
Art bleiben^ uns aber der eckigen Klammern nicht 
bedienen, weil das, was in den Klammern steht, 
durch das Comma hinreichend von einem Producte». 
.oder dergleichen unterschieden ist*' ' , 

Man könnte^ wie bei den Potestaten, auch • 
für die umgekehrte Abhängigkeit der Grössen u^ 
Xy jy aus welchen eine Function, z. B. t^ zusam« 
mengesetzt ist, eigene deichen wünschen, z. B« 
wie oben bei den Pbtestäten^ für die Logarithmen : 
W,ir wollen indessen fiir jetzt keine neue Zeichen 
vorschlagen, sondern nur erst zur Sache selbst 
schreiten. ^ , 
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Qründ^Gleickungdn der FäcuUäteK* 

Wir Begäü^en uns, «^itie Gr&Me, welch« di^ 
«balytisc^cQ Eigeiisehaften des Products 
i>8i. t =5 u (a + ») (a ± 2ä?) ♦ .. . (u + (y— 1) *), 

in w.elchem natürlich: / eine ganze Zahl ist. ' nuch 
dann hat, wenn j- keine ganze Zahl, sondern alfi- 
gemein eine beliebige Grösse ist, durch 

282. * = (w, ±«/ 

«1 bezeichnen. Wir nennen die Grösse z allge'^ 
* ihein Facidtät y uni. in dem besondem Falle, wenn 
y, eine ganze Zahl ist, Factoritlle der Sßü§ u ipit 
der Differenz VC und dem Exponenten y. 

.. ■ " - ' ■ " ' , ■ . * 

Orund' Gleichungen der Fucultdten. 

Wir konfimen. nunmehr zu der Aufstellung d^r 
ai^alytischen Eigenschaften der Facultaten, welche, 
der Voraussetzung zu Folge, denen der Factoriellen 
gleich sein sollen. 

L Da {,u^ + rc)^ das Product 

bezeichnet, so bezeichnet auch (u -f- y^> + ^Adas 
Product ^ 

(u + J-pc) (« + (y + 1)* . .., C« + (y + A — 0*). 

Das Pi^duct beider F^oducte i^t ' '' • 



/ -. 
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Grund-GMchungen der Fofiidtäten^ 

< Aenn* die GlitdeiS bilden eine unooterbrocliene 
Reihe. Auf daft letzte Glied des ersten Preducts. 
I^ + O'— i)* folgt unmittelbar in der Eeihe das 
erste Glied des zweiten Products u +T^- Diesel 
Product der beiden Producte aber ist nichts an- 
ders als {w,-f"»)^^J also ist für Factorielien, oder 
f^r rationale racultaten, oder $vmn dh Exponent 
eine ganze Zahl ist, 

m. (ü, + ^?^^ = ("> + ^y • C^ + J^y + ^)**' 
Dieses ist der' Ausdruck der ersten Eigenschaft der 
FactorieUen. Es ist nicht nÖthigj der; Grösse x ein 
zweifaches Zeichen + und — vorzusetzen , da 

inan sich x^ selbst, sowohl positiv als negativ vor- . 

■ . ■ ' ■' 

stellen kann, ' . • -^ 

' - II. Ferner ist leicht zu sehen , dass sich das 

Product 

(8, + »)! = «(«+*) C« + a *) • •• i (« + (y * 1) i») 

m 

itt 

verwandeln läöst> wo m eine beliebig^ Grösse ist. 
Der Theil rechterhand in dieser Gleichung lässt > 
sich' aber^ nach der allgemeinen Regel, durch 
(,niij + mjv)y bezeichnen 5 also ist zweitens 

«84- («>+*r'=^ — ';^'^*' 

, WO« m. gänzlich ^yiUkürlich ist; 
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Gnin^Gleichungm.äer Pacultäten^' 

.' . - ' . • . " 

Dieses 'ist d«r Ans^Hick der ztr«i/eii Eigenschaft 

der t^actoriellen. 

. » • ■ . . 

^ • * 

: ni«-. £ine dritte £igeiL^haftde& PrQdttc(j 
(tf, + «^)y rs a(ii -f. dc>i(tt + 0«?)*. . . (k + (y~l)jr} 
beatebt darjn^ das« iur y = i. 



Ist. 
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Die^s ist der Ausdraclc der dritten Eigenschaft 
dfjp Factoriellen. 

Die drei ' Aitsdriicke (283^ 284 und 385.) sind 
«unäthst hinreichend,- alle übrige Eigenidiaften 
der Factdrlelfcfn zu finden/ und folglich zunächst 

die (ktei^ag« ihrer voUstandigeil^ Detnition. 

•• ■ . . ' . 

. • ■ , 44r. . •• . • ^' 

f t 

Wir dehnen nunmehr^ die Gleicfalingen (2839' 
284 und>28&) "vtrelche die Eigenschaften der facta- 
riellen, das heisst der Fa<niltaten in 4^ Falle aus- . 
drüekon^ wenn der Expbnent yt eine ganze Zahl , 
ist, allgemein anf alle mdgliche J^älle ajiiy y mag 
sein "wa» mak -wül: eine ganee Zahl, öder ein j 

Bcoch^ oder eine trnnscendente^. imaginaire GwsBe 
u« §. V. Die:; i&irigen Grössen. 11, und x können 
a€hen:.aueh^Jbe»..den FaetorieUen* sein,, was man 
MrilL ' *" < r- . -' 

' VDie voiSÄÄtodige'ExpoWtiim ^^^^^^ 
de» Üntersttciurig'ißt äl^aPHttnxnehr^^ 
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Gmnd^Gleichangen 'der Fändääien^ 

Diejepige von den beliebigen 'drei jSrös- 
«en u, X und y abhängende, durch (u, -f- x)^ 
bezeichnete Grösse s y welche die drei Eigen- 
schaften hat) dirsS) wenn man j^-f-il statt >seUty 
,vrQ h ebenfalls eine beliebige Qrösae bedeutet^ 

, und wenn man mu statt u und zugleich. mjv 
statt « setzt, wo m eind beliebige (Grösse bedeute, 

aß?' C«*» + */ =5 '^^ ■ ^ ; 

desgleichen - . 

988. (^Uy +xy sszu 

Ist , heisst allgemein Faeubät der JBostf u mit 
der Diffirtnz x und dem Exponenten y» Man 
sujoht nun den Ausdruck der Grössen 11, tc^y 
und £, und zw^r jeder durch die drei übri- 
gen , sei es durch Reihen , oder wie es sonst 
möglich ist« Das, was man findet, muss noth- 

. wendig auch in 'dem besondern Falle, wenn 
der Exponent y eine ganze Zahl ist, also auch 
für FactarUBm gelten , weil dieselben durch 
die nemlichen - Grund - Gleichungen Vollständig 
bestimmt werden. £s gilt abw zugteidi über« 
all, wo Grössen vorkommen, deren analyti* 
ach« Verhältnisse und Bezeichnuagen den drei 
Grund - Gleichungen gemäss suid. 
.Zur Eriäuteruag dieser Sxposiüoii ist ei^e 
wesentliche Bemerkung nötUg. 

. . £a könnte .nemjjch wiederum. A^he^nen , als 
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tenden Grand «Gl^ichuiigen auf den allgetneineiv 
Fall der ^aciJtäten eine Will tür liege, su weU 

«.ober man nicht berechtigt sei^ gleiohaam ein feb- 
' lerhafter Schluss vom Besoiidern auf das Allge- 
meine. Dieses Mräre auch in der Tbat der FalL 
wenn man auch üß weitere Rechnung und. £nlwick€* 
tung etwa an di^ Bedinj^ung bände, dass der £x- 

V ppneut y eine ganze Zahl sein soll , oder mit an- 
dern Worten: wenn, man bei den Entwicltelung'en 
die Grösse z als ein Producf 90n' Factoren betrach-^ 
,tete. Das Bedenken fällt aber weg, sobald^ man 
die Entwickelungm so macht, dass sie allgemein^ für 
jedes beliebige / gelten. Hierin liegt 4^6 gana&e 
Schwierigkeit und nicht in der J}ar$teltung^der Grösse 
(a, +*)^, flir den ailgemäfien Fall eines beliebißen y, 

^ durch Factoren^ oder dergleichen. Besteht man auf der 
letztern, so kann man nicht allein in den fall 
kommiehy lltwas zu verlangen, was unmöglich ist, 
sondern man bemüht sich, auch um Etwas, was, 
wenn es mö^ich wäre, nicht einmal einen we« 
sentlichen Nutzen haben würde. Denn Alles, was 
man auch fand«, könnte am Ende doch zu keinenjt 
andern Resultate führen, als ^ das, welches man 
eichält, wenn man die Grösse jinmittelbar aus der 
Grund -Gleichung, aber mit der strengen Beobach« 
tapg entwickelt, dass durchaus der Werth V4>n y 
nicht etwa an die Bedingung gebunden» sein, soll, 

^ eine ganze Zahl zu sein. Es ist übrigen^, yrei9 
dfLi Erste beti^fft, au<$h noch vnrauszus.ehen, das« 
der Ausdruck der aJI^ismfineq Vacultfit,. aiif die 
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Weise der 'Fäctoriellco*, oder durch Eactoren^ all«r- 
ding^ unmöglich ist$ denn schon der Ansdruck der 
Foiestätm iiiit einem andern als ^anszabligen Expo- 
nenten findet nicht Statt, iveil eine solche Potestäi 
wirklich kdri Product ^on Wactoren ist, TJm so weni- 
ger also bann der Ausdruck ein^r^a^emeiraen Po-. 
iestät y für jeden beliebigen Exponenten, als Pro- 
duct \on Factoren darstellbar sein. Es wäre, vrenn 
nian dergleichen verlangte , ungefähr eben $,0 , al$ 
wenn man verlangte: das Verhältniss des Kreis-^ 
Ümfaüges zum Durchmesser, oder das Verhältniss 
des Logarithmen einer beliebigen Zahl zu selbem 
Logarithmanden solle durch eine*'ganze Zahl aus- 
gedrückt, oder eine Curve solle als aus graden 
Linien zusammengesetzt dargestellt werden u. dgl. 
Man würde die Schwierigkeit , wenn man so vcr- 
^ahf en wollte , an den unrechten Ort legen , wo 
sie ünübersteiglich sein kann. Sie ist deswegen 
allerdings' da und bestehet darin , die Entwicke- 
langen so zu machen , dass sie durchaus nicht an die 
JBedir^ung gebunden sind, dass der Exponent y am 
ganze' Zähl ist. ^ Eben diese Bedingung, ist es, wel- 
che macht, dass eine mehk* als erlaubte Willkür 
bei dem Ueberga/ige von' den Factoriellen zu den 
Facultaten keineskeges l^tatt findet-. Nicht die für 
IPactöKellen passenden Resultate werden auf Fa- 
cultaten willkürlich ausgedehnt) sondern die Grund» 
^Gliichungen und diesen wird für den allgemei- 
pen FaI^dii&'ne^^Be(irri|gü/l^ hinzugefügt, dass der 
Btpoiient Wi^he 'nothwend% ' eine" ganze Zahl sein 
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EigtTtschafien der Ppculbätm^it^, 

soll. VVegöÄ dieser letetern Bedingung, düe Z9 
denen d^r Fact«ri4llen him^Ukommt, -sipd Facoltör ^ 
ten iiifd FactdiieUen w^entiich vtrschiedent Grossen^ 
und bal)en weiter nicht» gemein, als das9 di« Fao 
toviellen ein »einzelner |be^onder^ FfJl der Facul- 
täten sind. . Wir betrachten den. vorliegenden Ge. 
genstand als 'eine freie analytische Aufgabe. $ie 
besteht darin, dass man .diejenige, voavUy j^ luids 
y abhängenide, Fjiinctioa sucht, welche allgemein 
die drei' Beäipguögen C«66, 287 und 28^) erfüllt. 
Man 'weiss \on dieser Function {im Voraus, noch 
nichts weiter , ' als dass sie , ^ für den Fall , ;wenn y 
eine ganze Zahl ist, ein Product äq[uidii]Eerentef 
.Factoren ,ist., 'Was sie in den übrigen Fällen sei, 
weiss man noch nichts //Man weiss nicht, ob sie 
sich -als Product von Factoren., oder vi^l|eicht 
durch Logarithmen, oder andere transcendente Gros- 
sen, oder nur durch Reihen darifetellto Iaise> Alle& 
dieses soll erst gefunden werden» Die Resultate 
sind aller aothwendig vÖUig allgemeine and •sieT'SO.U 
len und können immer nur da angewandt werden, 
wo Grössen vorkommen . welche den drei Grund- 

V ■ ' • «^ * 

Bedingungen (2S6, 287 und a88.) entsprechen/' 

Eigenschaften der Fäcultäteriy wehhe unmitteU 
bar aus den Grund "Gleichungen folgen^ - 

JAe Eigenschaften der Facültäten , welche n^ 

-tuitnittelbar weitfer ^aw deh 'Grund '^ Gleichungeti 

gefunden werden können , jind folgende. 
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. .. L Da <u, +9*?)^*! ^^i«*^^* Wcrth nicht Sudert, 
venoi man W mit k.virmchselt^ so iat anch^ wenn 
man^ diese beiden Gi'össeniia der ßleichiiQf; (i2Q60 
vertaa'schtf 

»89. (u, 4- xY*^ — ("J + «)'' . (" + 't*, +«/ • 

II, Ferner erhalt man, wenn man mu =z x 



MUt> m =s — ^ also in (387.) 



/■ 



flg«. (u, -f«/ "^ V' "^ O ' "^' 

I 

IIL Setot man hing;egen m» £= x 



•o ist 



• — nnd 
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«91. (a, +:v)'' =t= ^^, 4- A .a;^ 

s 

IV. Anjs (286.) folgt ferner 

* 'm • . ... • 

Setf^man hierin, aaii(3gD.) (u, + j^>^ sprx + -i j . tl?% 

' ^ ' . . ■ " ^_ 

oder, wenn man y + * «tatt J^ achreibt, (ii,+^) 

s= rw,4"~'J .tt^*^, so erhält man: 

Setst m«^B in dieae fS^fichpng u s&^, ao frhä|t 
man 



. . * 



Vv 



1 



I 



4^ 1^ '. • ^1^ 

Eigempkafim .ßar FaxuUäUn etc* 

ist, 80 erhält man > 

. w +*; = ^ — . 

Schreibt man endlich jf atatt Äc, so erhalt ^maii 



9 » \ 



rtr-« 



* 

Auf dieaieiil An^drtu^ke «iaht man, ^m sich eine 
Facultäty^ mit beliebiger Baait i^ und beliebiger^ 
Differenz x^ allemal auf zwei andere bringen läsat, > 
in welchen B4tia und Exponent ^ b^id^ gleich 
£in8 sind, so däss also diese beiden FaciUtäten nur 
dem E?cpoiienten nach, von einander abweichen» 

V« Setzt man in (292.) >x =s v, so i^äMU 

• .... 

irss Ti<^, «• «diäU tbao: 

-tk 
(u-f-v, -f-x) SS ^-?— » , 

oder 9 wensi man il atatt v^ y statt k schreibt^ 



itf 






/ 



17^ it :4S, 

VI. Setzt man in'(2860 *;— y atattJb,^ «o er- 
hält mtin - > . . \ 

■<", '+ «)^ .= „(«, .+ «)?';-(u ;,+ jt*, Ht *)'^-^ . '■ 

* Diesem "giebt, wenn man 7 = 66tztfy ' • •' , ' » 

(a, 4..*)*^ = <^ 4. «)• . («, ^- ;,)k^ 

oder • . ■■ T ■ -- ; ."' 

295. (jir^\Cf^\; 

wowu« folgt , . das« jede ^acultät j^ ffir. de» {Ixpo- 
\nenten ö, allemal der Einheit gleich ist^ eben wie 
'. eine Potei^tät. j 

Vlli Setzt man in (aQgO'^ s=' — y^ so erl^t 
mah / 

ako, weil (w, +^)*^ = ^ "* («950, 

296. (ü, + «)"'■ 'ä ■■ ' '^ . -yy- -; ■ ..' - 

welches der A^usdruck einer Facultät mit negativem 
Exponenten, durch eine andere mit 1>o&itiyem Ex- 
ponenten ist. 

Diese VerwandlungeÄ sind 2ai dien weiterä 
- Entwickelung^A nöthig. 

Entwickelung der Facultätm dupch gWMihfü 

liehe MitteL 

Es kommt nun at$ die vr&J^t^e Unlwicke-^ 
long der Grössen ^u^ ^, y, %, das heisst^ auf die^ 






'« k 






ii\ 







fed^. der yi€|r GrSsfien .difrch d*e drei üferigea^^iarj«;- 
lieh, berechnen lässt. ./,..; a, . . . ./. t 

Wir '^^Ueft-^IiA^;l|(•i; tf&sen Entwickeldhg«Ei 

* " ■ » 

^nnäehs«^ hH^B gevfähtäidi^r^MitM bedienen, uni 
einigd^ der- vorkointdendm £ AusdrüpM ^ eit^t > auf 
$6kl» Wei^e Stichen, .^vHL»^^ lauchnur^. utn hiülerl. 
i^v die Vors&üge eiaei^-: gnossem jtllgemekihdt der 
EntWickelim^s - Methode uiid ihrer Grund - A)i«. ^ 
drü^e f&hlbar »u madieQ* \ .,.•:.«.., 

Es ist bekannt, ifass für ratiomk Fk^cültät^ii, 
'x)der Iv^T Eactoridlen^ dais heisst^ für ;?f = («, ^ jt)y j 
in 'deni Falle, Venn y iiine ga\iz€ Zahl' ist, ein, 
der Binoiaiiäl- Formel ffariz ähnlicher Ausdruck exi- 
stirt, ne'mlicHcUe Gleichung: ; ■ •: •., . 

S97. («+»,+«)' =^ (;«,+*)^+y(«, +^)^"'(4 +*)' 









t ♦ 



♦ ' ' ^ . Ji !' 



welche in den binomischen Lehrsatz übei^eht, 
wenn man ^ =s. o setzt; denh sie giebt alsdann^ 

(u-l^fe/ 8= u^+^ru^-^-f *-2U^u?-»Jk* ...V, 

wie gehörig. 

:' Aus der Eif^tei^z. dieser Gleiphungfüjc rorwo^fe 

^, , ' . • ' ' ' ' ' ■* \, ,* . ^ 

Faonltäte^ lässt^^ifJi m/»^(Aen^ djassrsji{e ü^ei^h^pt 



> I 



»74 Ä. . , 4^ 

fCfri faßeft^e Fäcültäten gelte, weÄ die Facültäteti 
«o viele Aeünlicfakett nut den Potestäten lidben; 
welche, "wie obidn beödei^kt, nichts anders sind, 
als ein einzelner besonderer Fall der J^acdltäteli : 
für Potestäten aber d^ -bitfomiaebe Lehrsate wirk- 
lieh , ao wie er ftr . |^0£sabli$e Expoyienten be* 
schaffen ist,, j^ans QnYterändert auch fiir beliebig^e 
Eaqionenten f^ilt* Es entstjelit M» txMgny cjt} dilae 
Vtrmuümng .richtig sei« . Znweilen: wird ohne Wei« 
teres angenonuneiiL, dass .;dic GleichnngC^g^r) für 
jedes beliebige y gelte $ Allein ohne Beweil ist die«- 
sps ein Sohlnss. vom Besondern auf das Allgemeine, 
und der Satss ist d^nn nicht mehr ein Lehrsate^ ' 
sondern mUkurlich. Es wäre also zu bwünn ^ .daas 
die Gleichung. (297.) für jedu beKehijgB y gilt und 
dieser Beweis, welcher einem allgemeinen Beweise 
des binomischen Lehrsatzes ganz ähnlich is^t, nur 
däss er sich auf einen allgeineinereii Fall bezieht, 
inidg der erste Gegenstand der beyorsiehenden Un- 
tersuchungen sein. 

• • • 

» ' ' ' . 

47. ' 

Soll die Gleichung (297.) für jedes beliebige y 
gelten , so muss. sie nothwendig immer dieselbe 
JPorm behalten. Man setze also die Forn^ voraus. 

v * • ' 

Di^ Frage ist dann nur,' t^s aüa den Co^CMn/sn 
wird, wenn y nicht mehr eine ganze Zahl^ son^ 
dem willkürüeh irgend eine andere Grösse kt. üb 
die Form vorausgesetzt werden kann , wird 
sich eben i>ei der Untersuchung- der Coeffidenten 

i 



47. ' i^. »75 



' --jtWi 



steigen \ denn lasten sich die QdHBcienten 9&c dtie 
Yoransgesetste l^orm äU^mein^ifinden, sa imuk 
jkothwendig auch die Foim g^HeiU 

Iffan seta^e also voraus, dass < 

ist^ ^o ang^^nommen wird, dass die Coeffldiefnteh 
^y, By^ Cy etc. nur allein vom Exponenten y 
abhängen^ so besteht die Aufgabe darin :"rafin- 
dbtt, was >diese, '^u derii Exj^oteenten y gefa$rj|gb 
Coefficienten jiyj Byi Cy • -^ . i> fiiJ^ dn beliebi- 
ges ^, sind. . ^- , .^ 

L Man erhält , wenn man in die Gleichung 
(283.) welche die> erste Grund- Bedingung der Fa- 

cultäten ist, ^ =s 1 setzt, . . 

* • ■ '.^ ' . * ' ' 

(ii, + *f (ii+y^> +*)' ^ («>+*/ («+y^) (285.)^ 

al^o, wenn man 11 + ''^ *^tl; <* setzt. 

Man kann al^o, wenn itnan für (Äi-f-*> +«)^ 
die Reihe. (figS.) Toraussetst, den Werth von 

(k -j^-ik, +*)^Vos/* zwätrfä Art finden.: einmal, 

wenn inan (a -f- ^> + ä)^ niit ü -f- * +^ x multi* 
plicirt, das anderemal, w^n^äian in den Ausdruck 

von (w + *, +«ry, jr4" * ^'*^f 7 *^*^*^- 



o- 






z\.y -f*» :!*»"»•*'»•*« B**»-.! 



gj^.- "- ■ " ' ~ 



.t-<y{%t*)'T'(fe,,t«=)'(««t^y-i)*).t^y(»,tx)''~*(fc.t»)'('^t«) 









odei;,, weil 

<i<,4.*f (« 4 «y) = («,+*)'*' 

(«, + x)^' + (u, + *)^ (fe, + *)' : ■•• '■■■ 



< , ' (■ 



». 



III. Das Andere giebt , , . 

.:: - - : ; ■ -- + Cy+. (u; + ^/-'Ck,*^)* 

. Die beiden Auflärüdbe (Soi.uadSoa.) sind &U9 

einander gleiciu ' ' 

■ IV. 



• * • « V 



.^(/ Iftr.^ Nau; 4]»d l*er in f*wr rOlrtchnnj »i»^ 

die obige, durch Gleicl^tsutig der AnftdjP^fl^ 
(099 und 3ooO eat^ht; die Coeffide^t^n der Facto^ 
rielleft mit einerlei ' Exponenten eiMiÖler gleidi. 
Dehn man a^AS&e-fll S« «äneltjrliäc&uaj; von d^ 
Form:- -^i-jr^; 

diaheisst/Vöii aer^rm: : " ' ' ^^»^ 



• K •» I 



504. ^+8.^+Ä-,J^f*+*)+5r*^(*+*V^+^>•^^^^ 



' « « « 



Grössen ffilt, so erhält man offenbar,' für;* = p, *' 

Lawt iftan €«« ^Idölied GröMto F «ni f^ weg; Äj; 
vidirt durch fc.tthd «etat * sc.;-*«], j»» "CHrhüt «üHit 

, ■ , ß =?.■>■ .■■■ ■; h-.'' '.; r - 

UU'tman die «teijf «n GUfider.P4^.* ;»?»d^F+S,^ 
weff* 4ividirt4i^pc|i fe.C*Hr*;) und a^tet 4 = -a*, 

so erbäll ma», . .• _, ^ . ; , j . 

u. ». w.} «0 da«» lÖfo'in einer Öleiti»tt§f^ wie Ä0: 
obige, die Coefficientea 4ei;'B»«9>riellen mit glei- 

V. Daran» fol^/,3!d4«v^¥(iw» nun die Ab- 
drücke <3oi ^d SoxX «^««wde»', S^^^^ f»w*Bt ^w«: 



EhhöUlielung dsr^^bcMtäten 

C^, rf- ify % ßyni.^tOj ,;.^,,j eia.rf 

0cboii näh^r die AUgem^ingUltigkeit d^d yora^sg;e-^ 
setzten, Atisdrucks (igSO ^96igt. Indessen, kann man 

dieselbe daraus nocii nicht ohiieWeitdres schliessen»' 

• '•.'I ' ' ■•• ] * 

YL Um . dem Resultate näber zu kommen^ 
•teile man anf einem andern Wege zwei^, ihrä^ 
Bedeutung nacK üi^ereinkommende, Gleichungen 'mi]|^^ 
ABU ' bestimmenden CoeMcienten^ -wie folgt, auf» 

Mab set^e in (298«) 'erstlich u -f- ^ statt 'u und 

_ < 

slihBitea» A.-i^>« ^tiktkci« >Vfdcl>«IA;bei4w.'.di^iijBiii*l 
VU. D«* Erste gfi^-" 9- ^ 

«l*r>weü,i«»«hiJ#eBinägejO»98a> ^c- .:, c. .. / .^ ,., 
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duFcA gewdhal^ke Mittel, 



. . i 

» t - . 



f. ■ 



» *• .« 



etc. ist» / 

507., («+«+«,+!)'=' 



•»»• 



«« 



. •welcihiös der erste Ausdruck von (u +_* 4" ^j "4" ^)^ "*• 
VIIL Das Äad«r© ^mHA- ' ' ' ' • 

■ • 

Es isjt aber nicht allein bf&annt,' Sondern es fdlgt 
auch aus 'den Gleichungen (5o5.)j dass für Facto- 
riellen , oder für rationale Facuitäten , das heisst, 

für Facuitäten mit gamzahUgen Exponenten, die 

> *.\ ' ' ' ^ " • . 

Coefficienten des Ausdrucks (298 ) mit den Bino- . 

mial-Coefficienten übereinkommen. Daraus folgt 

. • ...» • ' , - . 

!(fct«,t*)'=.(*:.i*)* ' t («, + »)* . 
(k t ', t*)' = («!, t s^)' 1 3Cfc. t *)•(«, tr*) 1 3(|k. t *) (*,t=c)» t(«,t*)» 

etc." • ■ '" ■■.,.".. 



^ \ 



t > « ■ ■ 



Sub^ttuirt man IlÜeies in <3o8.)> ^<> erMIt 



^ man 



t 



tflo . . ' Bl 47. 

ErUwicAelvit^ der FacültMm 

' , («+»+«.+»)' ** . ■'..'■-- 

I • IX. Seist man nun die beiden ^Ieichbed«u» 
tenden Ausdrücke (307 uod 3io.) ein^indep gleich« 
80 erluilt man (weil wiederum, zu Folge (iy«)r 
di« Coefficienten von Ea<ctoriell«n init {fleicfiea Ex- 
ponenten einande)r gleich, sind) und zwar. aus der 
sw^tea Zeile in den beiden Ausdräcken: 

I. A^A^.x sst aJByf also By st lAy.Aif^x'Ss\A^A^\) (3o6.) 

ctc# 

welches deutliche!!* «eifft» dass die facultätS'.Caeffi- 
cienten Ayf Syt Cy etc* mit den Binomial-. Coeffi- 
cienten gleiche £igenschaften haben« indessen las- 
sen die Gleichungen (Sit.) noch ^eA etattn Coefii- 
cienten wft unbestimmt« 

X. Um denselben allgemein und so, das's nir-. 
gend die Voraussetzung einer ganzen Zahl für 
de)aL Exponenten einfiiesst, tu find^>^ kann man, 
wie folgt, verfahren. • , ^ 



47. , . It jQl 

* äurck gefw^hntieke MitteL*' 

t 

i Man kann aemlicli sSodermh awei ireirf diie^ 
d^ae^ «%er gleiohbedetiteafle Ausdrucke^ s. B. für 

(«+ *? + »^* HÄfatellw, den ^uien niit^ HiUfo 
der allgemeiiien Grund ^ ^leiclran^ der Facmltäten 
<s83.)y den addern:, indem man in -den voraU^e« 
aeUteii An^drack (id&«Xy H**^ ^^tt y «etM., Beid^ 
.Ausdrücke werden die CoefBcienten j^y By C • • • .^ 
iowohl SU den Exponenten 7 und '« , ats su dem 
KxpVmenten y-f-z enthalten. Setzt man sie einaii^ 
der gleich, so wird man darai^s Verhältnisse swi* 
ech/ßn diesen^ Coeffidenten finden, aus welchen sich 

dann die gesucht« Eigenschaft de^ ersten Coefficien- 

» ■ ■ ' ■ . 

ten if schlie^sen iMsst. ' s ■ • 

• * 

XI. : Das Erste giebt,. vermöge der Gmnd- 
Gleichung (aSS.)» 

welches anzeigt y das« maÄ (v •(- K *4~ ^) erhSl^ 

w^'nn man (n 4" *^ + ^c)^ mit (m + fe +7 *j + *)* 
multiplicirt. ' ^ ' 

.Nua i^ty nach der Yoraussetsung (998«}, 
5iS. ' (i + *, + *)? 

Dieses giebt, wenn 'man U'^-jm statt u, oder, 

was das Nemliche ist, if-t" (y — ^)^ '^^^ '^ ^^^ 
Ä -f- ^ statt i, oder' zi-|- (y— *2)a statt u und 
k-}- stx statt i, 'Oder u-f-(y — 3)«J statt u uii|d 
fc 4* 3^ *^^ ^ u* ?• v«» desgleichen s satt y setit^ 



i8? lli m. 

EfitwitKemng mr FatuUätpn 

(a+O'^O* + * + *, + *f »(u-|r.(y— 1)*:,+*)« - 
(u +(y-^a> + * + Bjf, +.»)» ±=(u +(y— a)x, + x)' 

> » " . • t 

r '• • I - • ' 

Da in diesejEi Gteiehunge;^ di0 Tbeile Uakerhäiid 
iil^h tisch eine und die^U>|& Grösse iu+y% + A, + xY^ 
bcB«3icJiuaP^ .. so kann man für di«s€ Grici^se nach 
Wälk«r -eiaen der j&xgsdrüc^e recliterliaiid..setoeo. 



j « # 



Zu Folge der Gleichung (3i2.) sali lUe ^rcjw 
(" + *>+ x)^ mit der Crosse (u + yx + *, + x)" 
multiplicirt werden , um' (u -|- fe, -{- x/^' zu fin- 
den. Von (a 4. fe, + x)y steht der entwickelte 
Aus(Jnzck in (3*5.). V4a {*« + j^* + fc, + x)* »te- 
hen dift verschiedenen ^ gleichbedeutenden aus- 
drücke in (3i4.). Man multipHcire das «rsl« GUcd 
(**> + x/ von (3i3.) mit dem €r$ten Ausdrucke von 
(u +yx+k, +xy' (3i4.), das zweite Glied 
-^yC^j^xy^^.C*, + x)' von (5*3.) mit dem wei- 
len Ausdrucke von (ii-f-^x+ *, -j- x)» (?^I4.), das 
dritte Qli^d von (3^3.) mit dem dritten Ausdru^ikc 
von (3i4.), welches' nictits anders ist, als' wenn 
man alle Glieder von (3i3.) oder die Grosse 

rT^»^"x/ »eHist, 5fj^ es 4<^ia foll, mit.Jer 
Gröwe :<» +y» + *, -i- »)« njnlÜpUdrt, so er, 
nält mao 
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f- , -^ 
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4^ Ut ^ 

$»6. (»■TA.'Hicft'j»: i ) . 

; ^r(^,+./. («+/-, + -)* ==<^+*^^, 

«tc 

. ist, (283.) >:'■•• ■■ '■"■ ■•■'.' ■ '■ • ' . v 

+ ^ (M, + *)'^'"'« C*, + «)* + ^y '^••"* 

Dieses i*t das, was da» erste Verfabven (X.) giebt. 

XII. Das -andere Verfahren (X.), »emUch; 

wenn man in (266.) y + s statt y setzt, jgiebt ^ 

' 'Xra. Die beiden Gleichungin (5ii^ ™^.^**'^ 
können nun einander gleicfh geset»f-werd«n. ' ü 
folgt dafaa», weil wiederum; verm«gc <IV.) «• 
Coefficientei^ aü gleidien Factoriellen TOn » einaa- 
der gleidi.Aifid, ' *" 



\ 



V - ■ ' ' 
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I 

wo es nur auf die erste Gleichung ankommt, ^eil 
nur der erste Coefficient A gesucht \«Trd» 

XI V. "Da pach der Voraussetsang die Coeffi. 

cienten ^y, Az, ao wie auch die übrigen Byy B, 

- etc. nur voto den Exponenten y, z, atldn abhängen, 

so kann man ^y, A,, J,^ durch fy,fz und 

f(y^ *) be«iichnen. Die einte Gkicbnng in 

(Sig.) lasst sich also duröh 

atudrücken, woraus die durih /•angedeutete Ab- 
hängigkeits-rorm gesucht werden muss. 

Dieses kann ganu allgemein, wie in ($. 10.; 
Vm.) oder wie in (J. 3a., I.) geschehen und man 
findet, dass /y, oder 

3ai. Ay ts ny 

ist, "«^o n eine Grösse bedeutet, die auch nicht, 
mehr von y abhängt, und folglich nur noch eine 
€is6lute Zahl sein kann, wejche für jedes be- 
liebige jf, so. wie für jeden beUebigen Werth der 
übrigen Grössen, immer die nemliche bleibt, 

' ,XV,, Aus dieser Eigenschaft der Grösse n ist 
es leicht, sie cu finden. Denn, setzt man «. B. in 

den , vorauagesetsten Ausdratft (298.) > ss 1, «o 
erhält man 

1 



» y 



A9' n. «d6 

vAgkw&kniickff Mittel.', 

daher ist in dieaem Falle 

nuthin ny =3 i, oder^ weil y == l war, dUgtmdnt 

Ha ist abo a%emc6i 

5fl5. ^y =: y. 

Xyi. SebBt man Dieses in die Gleiclmngeii 
^3ii.)> so findet man weiter: 

ivoraus folgt y dau dit Cotjfidtntm Jjy JBy, Cy ttc. 
wirklich^ für jedes bdiebigt y, mit den JBinonüal^ Coejfi^ 
tkntm für diesen nemlidien Exponenten vollkommm 
Überünstimnun. > 

XVIL Der filr den taH gantealiliger Ixpo<> 
aeoten, oder für FactoHellen bekannte^ dem biao- 
mischen Satse gtmm ähnliclic . Ansdmck (397.) gilt 
also ivirklich ganz allgtmdn t&r jtdm bieSeMgm 
Exponenten; das heisst, 'es ist für jede.beliebiee 
facoltät, der Exponent 7 'sei was man yriüt 

+ y{i/,+*)y-«. (*,+«)« 



I 
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Etttwickelungdisr Etfcuitäfen 

.. .^ . . .t » 1 

48» 

Dieser Beweis des Satzes (525.) ist ffann all* 
gemeiü und strenge^ denn es bbraiht darin nir- 
gend die Bedingung vor» dass der Werth de^ Ex- 
ponenten j auf eine ganxe 7MI oi^Vi 0m$t anf 
eine bestimmte Zahl beschränkt sei. Diese 'we« 
sentliche Bedingung für Facukätenf die zu denen 
§äf uStauori$Men «fiftncokommtf ist daher ^enau erföUt 
worden und folglich, gilt der Sats wirklich allge^ 
mein« Man sieht aber» dass. si6h die Ausdehnnng 
dietfeft 'Satzes yon ganzzahligen auf beliebige Expo- 

nenten kein esweges . von selbst ergiebt» sondern \ 

,'.• 1' •'' ■' * 

dass dazuy wenigstens mit den gewöhnlichen Hülfs- 
mittein ^ mehrere Rjechnungen und Schlüsse noth^ 
wendig sind* Die Ausdehnung der Sätze Von Fa^^to- 
riellen oder rationalen Facultäten auf beliebige Fa- 
cttHäten geschieht also keinesweges ebea> so will-, 
kürlich^ wie man die jQmnd - Ausdrückt der JSteoi^ 
jA:/uz/!:sn dieser beiden Arten von Grössen »Ver»» 
Jbifidungen von -der tinen auf di^ andere besog* 
Mit der Ausdehnung der Eigmichüftm der Facto- 
riellen von diesen auf Facultäten ist noch keines- 
weges die Ausdehnung der Rtsvitatt von der einen- 
Art vion Grössen auf die andere verbunden. 'Man sieht 
nunmehr schon an einem Beispiele deutlich» was iil 
($• 44.) "gesagt Wurde y dass keinesweges irgend 
eine Willkür bei ^^n aUgemeinen^ AesAltateUv für 
Faculätteh* Statt JEindei, und dass die Schwierigkeit, 
durch . die . wiUkürÜbhe Ausdehnung der Grund- 



'JL. 



4äfc y< JÖ7 

Eij^easchaften der Factoriel^en ' anf Facaltätep» anoh 
noch keinesweges gehoben » sondern nlir i^on der 
vieHeickt .«nauflöslichea iLffi^ab^j die Fakultäten 
ak ^[^aetocMlUiit oder .als Produae- voa F4iaor€a aus- 
sudrücken^ auf die Eniwkk€lurig,^^trGj;p$sinyeTr 
legt ist» wohin sie gehört und yro sie 9^ wie many 
wenigstens in dem vorstehenden Beispiele eieht» 
allerdings für jeden beliebigen Werth , des. £3^0« 
nenten überwmiden werden kann. 



49. V . 

Aus dem. nunmehr ganz allgemein 1»^wiesenen 
binonüschm Satze für Fäculfäten (325.) lasst sich 'auch 
leicht der Ausdruck der ersten /Ableitung einer be«: 
liebigen Facultäty n^chder Bi^sis genommen» fin- 
den* Pfv allgemeinen f!liii^orie und Bedeu^tung dek^ 
Ableitungen zu Folge» ist nemlich die erste AUc^i- 
tung ' der Facultät (u, -f- xy , nach der Basis u ge- 

d 
nommen , also die Grösse — 0^> 4-.^)^ ~ nichts an- 

II # • ' ■ 

ders, als' der Werth dei* Grösse 

» 

k 

' A - 

Setzt man hierin, * aus dem allgemeinen Aus- 
drucke (525.) den Werth der Grösse (u + *, +jr)^» 
pder vielmehr den Werth der Grösse '(<< 4* ^>7l~^)^ 
'y(^^'^^Y> •^. erhält man; ., 






, I 



m 



IL 



504 



Eiihbiekeltmg der F(ifiüUätht 



> , 



T — 



•irC"»+*J 



K«, +90'"". (*, + *)' +^^^ («, + *f "*(*, + *)» ..:. 



■«■■«■^««■■1 



mmamß"'^'^ 



ffär i = o» Nun ist 

ik = X — »• 



24^ = «tbi;j<aiä= (.+.x*+*4 «0. 



also U% 



^ («,+*)'== 



y(^t«)'-ti^(«',t*)'^4t*)t2::Ö::5^|^ (ifct»)<*ta«> 



vr-'+TiI-ii 



• • • • • 



etc. fBr k rsa ö. Setst man dsther 'wirklich k sa.o, 
89 «rhält man 

5526. — (u,+«)^ s= ■ , 

welches der, für jeden beliebigen Werth dea Er- 
ponenten y^ gleitende Ausdruck dcfr ersten Ablei« 

tung der Facaltat (i/, + 3;)^, nach der Basis u ge- 
nommen , ist. ' 

'•■''■ 60* 

Dei? 'binomische gat» für FactOtSten (375.) ist 
aber noch keine vollständige Enfmckeluiig dieser 



•) 



««>• Ui t^ 



Vv 




•* 





Art \Qh Gr&isen xur jaieii|ne&, jiu^ch welcher dieMl^ 
ben f för bdatimmtd Werthe der Elemeiite, .in Zah- 
len berechnet werden konnten, weil der Ausdruck 
Mlbye no^ CuAeätWit^^iM l?äcultateä\«t&ält^^ de- 
Mn Zahlen wertbe nocA nlchf be&anht'fiind.^'^ VM 

Tollständige Entwickelnng yorber^ilfipdfir Ami4i!V4;fc^ 
un^ es list nocll ein Ausdruck der facultätea nö- 
thig, der nur noch fewöhniliche Grös^en^Formea« 
als ^mmen^ Differenzen, ProductiB,. Puotien^en 
und PotestSten enthält. 

Wir wollen auch noch difese £ntwickehiiig auf 
dem lii^h/srigeii Wege'gi^b^n^ um 8XL'r%t}g^^l isM 
üie ebenfalls mit den gewöhnlichen HOIfsmittela, 
in der grössteii AU^emi^ihhieit, aük den drei ((jrtmd«-' 
Gleichungen' der Facultätci^faaS, fljB^ UA4r»85-) 
uns w^lcl^ep auch aUeii^ der binomische Sa^x^(2<^7.> 
bewiesisn Wui'ic, ^enigstcnaf möglich Ist. * Nach- 
dem aber dieses geschehen, wollen wir denj)|8he« 
rigen .W^g verlassen und £uyor eine^i allgemein 
neren Ausdrück auftlelien, welcher, wie sich zei- 
gen wird ^ die Schwierigkeit der Enfwickeruügferf 
an M Wurzel bebt arid durch welchen die^ WJJ/ 
Tdrkommeftden Ileoli«iinge% 90 wie 'iiüclt'nöV)B än- 
dert, eine £i(ilachli«it tmd Klai^eit erlangen,^ 
i^etefa^ Nichts g,\i wünschen übrig läarstt ' ' ' 

h Durch die Gleibhung (a9o,)'fiaüÄ jedeFa- 
culf^ auf ciue andei^e 'gelbraoht Weinito ; dereii Bä^ 
sis 1 Ist. ly Ist also ttto. Äöthi^, ^ine I^cultät 
von der Fotm 



t^ in 



r r 






'•• '« ' '#.•!• : •!> ,.,?'.' ' ) .» .1*;«' :.'m . !• 

in gewöhblicbe Grossen - F.ormen su eQtwickeln» 
, , IL ZtiJfoIge des GI^B&elrotig C^r) is^,: ^0jit 






ni* 'Nach dem allgemeinen binomischen Fa- 



ciiliaten-Satoe (5i25«) ist, wann man dann u s= i 
und ^ :=: ^ ^etzt, 

320. /(1+^,+ä;)^ = ,. 

(i,+x)r+y(,,4^)y-,V,+«)«+-2::^,,+x)y-^(^^x) 






also. 912, Folge der GLeichnng" (328.\ 

33i. 0^+ x)y= l^«y^ßy.^3-^Hr'y' (y-0 •(y-a)-.. 

; . . •* ■ , , ... ..... V ... .. 

yo die unbekannten Coet^Qienten m^ ßy y ^^ * •f 
Yon|We^cbe:(| yorausgesetj^t wird, dass sie kein -j 
mebrjefitbalteiiy aui suchen aiikd. Ob die Foi^nder 
Vjdrausgesetsten RjEdbe Statt 'fii!iide, wird das R^^^oli- 
tat der Entjwiqkeli^ng s^igen* Findet mtia für a^ ^ 
jf,. . - , Wvtht^ die wirklich kein y mAr inifadten^ 
so ist di€ augenompntrie fbrm .möglich Das frste 
.Glie4 der^ R,eib& (33x.) . muss notfawepdig . t seio, 

^weil (1,4-^)^ = I ist, für jy =: o (a96*>, » 



ti. • ' 



"^^^^^"^i""^"i"i^""l^"BW»B««i 



chen , 2alet2t jr -j- i statt j^ setat, . Orifi 

I '+ o . (y-3) + /?.(y-3).(y-4)+y.(y-5).0'-4).ÖhßJw 






• .'•!• • • • •(<-' 



(j, +x)'^taBn"/} ...... . i.t .),[,,i» 



* • ' 

.VI. Sfetat maiji dicfie A^sdiHic^e, . pebait.dcm. 
ienhten, 03 1.) in die Gleichi^nff (33a.), , so erhält 

■ (y, 4.x)*^ s=-2.'Si».etc. ist,''*:, '", "■;"■• '-• ':'';■] > ' 

, -, . , '•, > .^■, .; . ;. .. ;> .tx;l>.ry-i).(y-2).(y-3)~„] 



1.'^ * 



^ VI. JiäW'Bmihindit$WGI^chnn^0S5.jy::^ 



\ 



1 

EMiCickskmg der RitcüUätßn 

Ulms sdacr^ ssTfi» «p erfialt nmn i -4"S«+&i^4'S.i2/ 
ttä i^^aa^^A/'+S^.+^^^'+^^S o^*^ *• ay ras a«S' 

also ^ • ' ^ j I Y .,\- • :. ;;l'j 

336. y = ixK 
MiMi setze y :?i Sf so erhält man . '\ 






'.T . .. .557.. ^=?f^*.+ |x*. . .\ 

giebt Man findet fenisr . -;• ^^ 1 

etc. 

, . . . . . .. , _ »..•■' 

VII. Die Ausdrucke aller aieiBer'Coefficienten, 
' und, i¥ie leiclit £u senen, aller übrigen^ enthalten 

Lein Yr folglich' Ut kt für d?« Orissm (i^^'x)^ 
(33i J voTamg€SUzt% Form möglich. . ^ ' 

VIII. JSubstiiuirt man nun. die gefundenen ; 
Werthe der Coefficienten a» ./?# y • « • • in den 
iiusdruck (33 1«)» so erhält man 

4(l»Hi»*)y-(y-i).(y-2).(y-5).(y-4)-.- ... 

lydUKköiinte auiqib. aus dei^ Ge^etse, nadi welchem 
die Werthe der Ci()^ciento«i gefimdfn ^^v^erden^ dei^ 
Ausdruck eines unbestimmten nten Coefficienten ^ 
finden ; lUlein ,yrir ^oUen ;ins dat>ei/|i^lit ajcUl^a)«''; 
ten» weil man dieses alles weiter^ unten weit leich?. 

ter findet« 

IX. 



_ r 



\ 



61, 



m 



»95 



? «fv Ott (j,+ 0^-^ «=» <W,*f lO'^i-t, (gm- 

chnng; S90O» *0 erhält man» Kreon 'mao in den 

TL ^ _ 

Ausdruck (5Sa) — atati < ««Ist and mit ti^ mvlti- 
plicirtf 

. , /'S»« . 6**\ v.(Y~i>.(T^ä).(y-5My-4) N 
+ *Vl?" + ir*-> a.5.4.6 } 

Dietef ist der allgemeine Ausdruck einer be-^ 
Uebigeki Tacttltät (u^ 4" ^)^ durch die drei Grclssen 
ii'y Xy y, von t^reichen sie abhängt. Die Entwieke- 
lung ist an keihe Bedingung für die Grössen ii» x/ 
y gebunden und gilt also fürjtdm bettibigtn fPlarth 
iu BatiSp dir Differenz und da Exponenten ^ gans 
^aUgemeift. Die Reihe eonvergirt um so stärkert 
je kleiner x gegen m ist; denn die Binomial-Coef-. 

flcitoten y, llÖ[=i), y^CyiUy-n) ^^^^^^ ^^^ 

. . . ^\- Ä V . «..3 
ka^ntlich 9 wenigstens T^n einem gewissen Ziele . 

an^ v/htMT ab. 

-• - ♦ • . , ' . . 

Nimmt man. von dem entwicktiteu Aiis4ruckir 
(S4eu) die ersten Ableitvtngen nach.M» nac^ x und^ 
nachjr^ so friste man • an^ ohne Schwierigkeit 
die ersten Ableitungen einer beliebigen Facultfit 

[.5^ 



niägh dem Etponentea^ * ^ 

Wir Wlliftcr indeasten |ettt hickl weiter fort- 
Ikhren, die Ausdräckib für Factdtäten <iof dem bis^ 
l^rig^ Wege sti. siicheh^ , sondera Tielmehr sa« 
-orderst den oben angekündigten aUgenieineren 
SätiB anfötelleh ^ welcher die Rechnungen äbkur2f> 
lind diarch welchen sie eine grössere Eiü£achheit 
und Klarheit erhaHeh. 

Dieser Sat2 besteht in einem allgemeineren^ in»^ 
besondere sur Entwickeinng btelieb^er, abhängig6r 
Grössen geschickten Ausdrucke^ von der Art,, das»\ 
man ixn Taylor^chtn Satz ah timn cinfte/hea > btsonä/em 
Fall desselbm bttrßchtm kann. 

Die Belracl^tungen^ diu^ch wticbe matt dkutmt 
geleitet Wirdy -sind sehr einfach. 

Dil» Tayiorsehe Reihe nemltch s^£t voraus^; 
dass £• B* .die Grösse fx , wenn man « 4" ^ 'tatt 
96 setfit I in einen Ausdruck Ton der Farm 

übergehe^ in welchem p, 9, p^ 9 j • • » kein k mehr 
enthalten* ;jdaeh dieser VorauBsetstiiig ist der 
Werth vim p gMeh /(m 4- k) fAr A ms e^ also 



, • 



\nu Entünekelungs^Attsdruch 




Tethet ist der WetÄ Von j^ 



Hat man, dex^ nidiyidaellea B^sohaffeHbeif d«^ 
Orosse /x gemSss, den Werth irali 9 (^hiaden^ 
jie ist der Werth von r, 

vi 






n. 8. vr^ 



Dieses Yerlaliren, die Grossen p, $, r • • • ^ 
£u finden 9 wird dadorcli ausfilhrbar« dass mfn, 
«aeta^fm oUemal daj Olied i>hner A^ auf die- Uidi:^ 
Seite g€|bracht worden, durch die BiTisiQp mit i^ 
immer wieder ein Glied ron k gänslich entblösst^ 
nnd die übrigen Glieder ' sämmtlich k zum Factor 
und also für it^s o sSmmtlirfi \epsds^mi& 
, so dass niin, iirenit man A a? 4 isetst, jedei^ 
da» von k befreite GliM findet.* 



£s^' iist aber leidit, zu sehen , däsis bei dlesenr 
Verfahren keinesweges, ^vreder k nottrVrendig; nux^^ 
in Potatdfen vorkomnien darf, noch dasi gtrttd^ im" 
msf nur iVii// derjenige fl^vtH voh k Ut, fitr w^lihen 
»alle 6lieder, die noch * enfhi^lten^ versbhwindbdi' 
l)as Verfahren findet vielüiebr auch' Mr jede an-» 
dere beliebig;e rorm v<m k Statt; 'wenn sie nhr^ 
von der Art ist, dass sich, erstfibh^; MenM tin O^ä^ 
Von k gäniiicH befreien tüsst, und dtäfy'üiäitknst, /tf/r 
üBi^tn &lkder, ät noch k emhaheri^ ßr ifgehdethtH^' 
fV^inhp6ti t» der 4A€r rdäa'mksiMU$gm:e^^ 



• • • 



gemiein 

541. /('i=H^)b=*i'+a94-Är+'a..,.: 

I 

«ifter 4*r IMingl^ny voraasfet^n , dasf py j, r, 
a».«» .GjrÖAfea.^iiidi dieJiiWi k^ und (^ Ajr 5<...« 
GroftMiiy die kein x mehr wtbal|en« , Habeii alle 
dieae Grössen nur die Eigenscliaft, dass s* B« für 
irgmd ÄHÄf-^erdi von A, wenn derselbe anch 
idcht Null ist, alle Grossen Qf B-, S . .,* ««^V:? 
yerscbwinden , so erhält man . « 

s<^aid «lian in /<x -^ fc) jenen besondern Wertiif 
von i statt k setst Ferner findet man 4 «na 

■ '^ ^?= ? f wenn die Grossen 77 1 tt 

• ii ■ ' ^ K K 

die Etgensthaft haben, dass sie &x^ irgtnd snen,, 
vidleicbt wieder cfafen md«m Werth. von i, wie- 
derum alle sugUioh verschwinden. Denn num darf; 
^dani^ nnr diesen besondern yVerth von k in 

T^ ' "V • sabstitoiren n. s« w* 

' Die £ntwickelnn|; von /(x-|-t} in eine |leibe>, 
in welcher die Grössen x und k von eipander ab- . 
'gesondert sind^ ist also keinesweges. an die torm 
des , Tajrlorscben Satzes ^ebundeo^ . sondern , .auf ^ 
iiianf^igfi(che^ ja, unendlich verschiedene Arten .mög- ^ 
^ Uobi. 3ie wird dorch Nichts beschränk^ weil man,. , 
sobald- man nur bestimmte AnsdrUcke für dia Gros-. • 
•W Pf 9ji r . •^. L • ; findet 9 die , der ..Yoraassetaa^ng ^ 



• • • • 

. 1 T 
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'Altgem, EMwick^lungS'Aüsäruch 



\ ■, 



gemäss^ kein k enthalten, und sonst lichtig^ ge<^ 

.,«■'■ . - . 

i^echnet hat^ unbedenklich einen richtigen Aiiii/ 

drück bekoinmen muss. Sie beruht übri^ieiiB im* 

mer bloss auf die einfachsten Operationen der 

Buchstaben • Reebnung und bat , i^enn nicht Null 

der Werth von *'ist, durch welchen, wie beim 

Taylorschen Satze, Aie Berechnung .der Grossen^ 

£9. 7» ** -^ • • • ge$ohiebt, sogur noch vor diesem 

den Vorzug, dass sie nicht auf unbestimmte Aus« 

o 
drücke von der Form — fahrt, y^^i^ beim Taykkr^ 

o 

sehen Satze der Fall ist, und was, 'wenn etwa der 
Erfinder der Infinitesimal «Rechnung, allgemein mit' 
Functionen opeirirte, die Veranlassung sU der un« 
glücklichen und wunderliehen Idee des Vnendlieb«* 
Kleinen und der seltsamto Nullen,, deren eine im- 
mer kleinfr, ja selbst vieUeicbt wieder Null ge< 
gen die anuere Null sein soll , gewesen sein..kann. 

f 

Es lassen sich also 9 wenn man weiter keine 
Bedingpng für die Entwidkelung macht, unzählige 
Formen der Entwickelung von /(«? + t) voraus- 
"setzen** Hingegen wird die Wahl etwas näherbe- , 
stimmt, wenn man etwa noch die Bedingung macht, 
dflss des Grösstiiji, q, r^s . * • « in (341O9 mthdm 
Toflor sehen Satz€y alle durch dnerld Operation aus 
dnander soÜm gefunden werden können ^ welches eben^ 
diefenige Eigenschaft dieses, schänen Satzes ist, jdia 
demselben den ihm eigenthümlichen Mhen, Grad 



I 



/ 

I 



^ t 



198 H. 63- 

Allgsnii ETUwickelunes»Ausdnuk* 

v^n Wichtiipkeit giebt^ und welche ihn snr Basi» 
einer gansen weit)äaftigen Wissenschaft, der so- 
genannten Differential- y Integral- und Variatipns« 
Rechnung macht 

Eine%ehr einfache Form, welche diese Bedia- 
guog, wie ^ioh sogleich seigen wjurd» erfüllt , ist 
folgende: 

wo i irgend eine willkürliche Grösse biedeutet und 
iforansgesetst wird, dass die Grössen p, q, r, x • . • * 
kfin k mehr 9 sondern nur noch x^ und {vielleicht 
noch • enthalten sollen. 

L Dieser Ausdruck giebt nemlich^ w<sni| man 

Jkaes o setst, 

pes/x. 

Femer 

\ a=s g für ^ 2=:^ ff, 

also 

Ferner 

f^£±^J^^r für ifc = «., 
also 

oder 

■'. '^^^ -^ 5pr-. 

N Ferser 

fe.(fc— s).(*— äs) 



' 



I I 



also r - 

pder. 

tLmOr 



* > 



wjrUiQb kein ft enthalten^ 
Maa erbalt also ' 
345, f(»+l) =^ 

-Ih Das FortscbreitBUgd - OeseU dieses Aus- 
dmeks &Ut in die Augen« Hie Zahlen «Coefficien- 

ten in den faetoren m^, Mk^, *:^hH^..;; 

«' ^«* ' 2.3«* 

i^d. diejenigen der ^inQ^ii^d^Co^ffilci^oteQ von Po- 

teitätM, derea £i;poaente& den ZaUeipi de^.Factp-*. 

ren k (k -r e) . (* — ^ ♦)* ^ . . ;^ick eindt welche Za<i- 

ien also nur gaias^ Zahlen sein können«« Nimmt 

Hian dah£^ dm hinPBiiecben L^rsat^ /ür gens&e pp- 

iiäf^e Exponenten ,als bewiesen an, welches ai^- 

ffixi^ . well dw Be>?eis d^<Sb J^l^s^e Mtdtiplicatio- 

aea und Veii^leidind^ißn, oder durch blosse Buch- 

• sMLben^Re^^ang «i^^^lich ist» so kann, man den 

Awdinik^ .(^5<) m^ ireiocm i(|{gr«rnei/Mn C}^tjü, wie 

folgt, Yoraussfi(9fA; ; ' .: . 



» * 



\ 



V 



b * 



ioo n. öS- 

344. f(x+t)as 

i. j *J ••••••• 

l • I ' ■ 

/ 

wo aber das allgemeine GI!e4 nicht etwa das letale 
der Reihe i^t^ welche Tielm^hr ohne Ende fort-* 

laufen kann* 

.1 ■ * - • 

III, 'Es kommt nun darajof an, su beweisen^ 

dass das vvrausßt$tt^u üUgenubH OIM das rich- 

- lij^ ' sei. Ist dieses bewiesen , $o (ist der ganse 

' Ausdruck gerechtfertigt* ^ , 

. . ' ' ' - - ■ " , ' ■■ 

. Die Form der für /(jt -f- i^) in (34B«) Torans- 

gesetsten Grösse P 4* "^9 rh k*ik^^9)r •• •• ist 

auf di^ Bedingung berechnet, dass für k ^o alle 

Glieder, ausser dem ersten p; für & as» s alli^ GSe* 

der, ausser den beiden ersten p^^kq^ für ksA^e 

alle Glieder, ausser den drei ersten p-f-fc^^- ft..(4-s)r 

u* s* w« verschwinden sollen. Diese Bedingung 

ist f^orajuMzmitf^ itUB welcher, und awar aus wd- 

eher afkin, verbunden mit der Bedingung^ dass die 

nicht verschwindenden Glieder allemal, 'zusammen 

gleich fix-^k) seih sollen ^ die Grössen, p^ f, 

r • • . • gefunden werden mfiss^n* ^ i 

■■ ■ • 



'l 



. / 



\ # . > 



5S. Iti ' lÄOi 

Ailgem; EnfyvickeiüngS'Auidmch 

Es'find^a daber folgende Gleidtuiigen • Statt r^ 
'545. fx ssp \ ■' • ' ■ ''''^ 



f(sJrmB)ssp + in«9 + m(m-i)«*r +iiiCm-j)(in-52)«*r.... 

• • « • <f*^i9i.(nt-i).(in«i2)««««M^ 
wo m immeir eine gatuße Zahl ist« 

Werden nun alle diese Gleichungen von dem 
Aojsdracke (3440 'wirklich erfüllt, ao ist ^er Am^ 
druck der richtige» denn er erfüllt alsdann oZ/e 
Bedingungen , welche für ihn vorausgelietzt worden« 

; ' lY* Nun-ttnd alle Gleichungen (345.) in der 
letJ&ten Unter ihnen einschliesslich enthalten; denn 
man darf nur der Zahl m , der Reihe nach p die 
Werthe jr, n, S • • • • bi» m geben , so erhält man 
alle übrige Gleichungen« Man darf daher nur in 

' (3440 k sss m9 setsen, wo m eine beliebige ganee 
Zahl ist. Wird die Gleichung für diesen Werth 
von k erfüllt, so gilt sie allgemein« 

y« £rstlich , ist leicht su sehen« dass der Aus« 
druck (34^) unter der Voraussetsung ft ss me, 
wo m eine ganse Zahl ist, allemal abbricht; denn 

. der Factor des m -f* ite^. Gliedes . , S . j, ; m-K 

und alle folgenden , sind Null« Femer sieht mitn^ 

dass ^ Grosse /ap in ol/eA Gliedern, die Grösse 

, fi^'^e) in alten Gliedern ausser 4em ersten^ die 



^ * 



.202 If* 



• ^ ■- 

> « 



/(«-f-^«} in allea GUederir au»«^ den 
swei ersten o* 8. w«, die Grösse /(^-{"'''O a1>^3r 
nur in dem letzten Gliede allein .vorkommt. SSah 
kann also den Ausdruck (344«% wenn m eine gaiuse 
positive 'Zahl ist ^ wie folgt» schreiben« 

* • * . 

/l*-7*'i? — srä^r-'-i^ or^jr — ^-J 

«' ''L 2« Ä.3 - 2.3....m J 

, k(ft;^ _ r 3.a %-af 4.5 (fc*2€).(k*3c) m.(m-i) k-€}.M.-(^-»(m<«i»1 

f ^:^ 3cf3*)l ' 1 • — T"~^» '«»«^i — — -. I ' >i I 

• a«tt •'^ •• 'L »•* 5 1«^ 3.4 »•» 3.4—.m "J 

,2.5«* •'^*^^L 1.2.5 4 *i.a-5» 4.6 

. m.(m ^i)>(m-2) (ir«)....(t<rn-i»l 
i.a.5 4.ö«i«r«in J 

^ 2.5....ms" >#^ * ' 

VI. Set£t man hierin wirklich ik =: ^s. so 
erhält man ^ 

347. /f»-H.o=yö<.Li-i»+-y-s- — ;x~-± ^.a..„^ J 

L a Ä*3 — 9«3«*4»(«-i) J 

L. a . a.3 a.3.M.(n-fi> J 



+ 






yU* I^i^i ist «Hefa dem binomiscbeii La^rfiitg|rf 
.^^««ejn Ar »dp liotiehi^ «««&4 ZaW in, 



Allgem* $ntii&fckf^h^9f^'Amt^^ 

, Wl . fll-I •••• 1 * J 

ßlßo^ wenn man « ss — i setstf 

, . ^-. • . m,(*ii-i) m.C»n-i),(m.2) ' in.(in-i)...,i 

[desgleichen, wenn nmn hiepn m^i^ ivi-2 etc. statt m setzt, 

S49\,. ,vm.j ^ / ^^ im(ro>i) Cm-i)>(re-a).(m -s) Xw-i^Cm-a)....! 

(|.i)w-*=0=i.(m-a)t— — — *^ ; — a ' * '*^T^ — TTir 

a a*«> a » 3 ••••(m*ai 

•^ • - •> • • A * ' 

etc. / ' 

' ■ » ■ '. 

Vni. Pie Theile rft<phte|rhai|d in diesen ;OIei^ 
cbongen < 349.) sind gen^o. den Coeflloienten £i| 

/*,«/(* + s),2^3i)jF(* + 2«)....in (547.) 

gleich; also sind alle Glieder rechterhand in (347.) 
bis auf das einzige letzte /(^ -{" "'Oj gleich NuU^ 
mithin reducirt sich die Gleichung (347.), für jedes 
beliebige ganzzahlige m, auf die identische, und 
folgUch unbedingt richtige Gleichang: 

und folglich erfüllt der Ausdruck (344.), mit dem 
darin vorausgesetzten allgemeinen Gliede , oUs 
Bedingungen^ welchen er nach der Voraussetzung 
unterworfen ist^ und folglich ist er ailgtmdn der 



IX. P^s Verfahren, ein allgemeines Glied auf 
welches man durch Induction kam > vqrausMus€U$np 



ao4 



n. 



S4 



öligem, EjÜwicJtelüngS'Amäntck, 

ist tfbHgen« der analytisclieii Bf^thqidi»/ nidit ^t^ 
g^gen. Sie fiadet ihre" Reiultate in der Reglet 
nicht directy welches mehr der synthetischen Me- 
thode eig;en ist* Sie macht Varaussetoangen und 
rechtfinrtigt sie.) * , 



Ö4« 



K « 



m l * 

Hier ist nun eayfirderst Folgendes su fafsmerken* . 

Da man nemüch bei deni anf das allgemeine - 
Glied von (344.) sich besiehenden Beweise ^ ainneh^ 
men muss, dass k ein ganxzahEges Vielfache von s sei^ 
so scheint es beim ersten Anblicke, dass anch dio 
Gleichung (344.) auch nur dann Statt finde, wenn 
1 ein solches ganxxähägu Vielfache von e ist. Diese 
^eschränkving würde sehr wichtig sein-, denn uih^, 
würde der Gleichung (344.) obgleich e immer noch 
sonst willhflrlich bleibt, ihre allgemeine Gültigkeit 
benehmen. Die Beschränkung findet aber keines^ 
Weges Statt« 

Es- wurde nemlich ab S^JBngunf; yorausgesetst, * 
dass in dem Ausdrucke (343.) 

in welchen man, im Anfange des vorigen Absatzes^ 
die Grösse /*(%-(-') *^ entwickeln sich vorsetste^ 
die Grössen p, ;, r, j • • • • kdn k tnthalitn^ odtr^ 
von k auf käne Wsiie abhängen sollen* Ob solchf» 
möglich sei, konnte man vorher nicht wissen« 
Die Entwic&iBlnng selbst mosste erst seigen, ob 



\ . 



«4f H* ÄQ6 

dif» Bedin^iig : erfillU wen^ >fi|iM > od^ nidtu 

ILonnte «i« nicht erfüllt werdtiii y, 84> w/o* aqdi dit 
ganse £ntwickelao|f in .der voraufesetstM. Vmi« 
nicht möglich« 

Wie dif^ ^leichoog (3^44) a^d die llerieitim-v 
l^en, anf^nrelcbe «ie beruht ^ JEfjgen, Ut nher die» 
/Bediiig^nj; a^u erföllen möglich* Die W^hatdat. 
Grössen P», 9» r^ j • • •. » enthalten wirklich Iceia. 
Jt^ sonder^ nur x und. «> . W^ sind also von ft 
allerdings völlig unabhängige also war au^ ^e 
YoraosgeseUte Form (34u^) sta^ha^ 

Nun vbmere man üch, dass in dem fwidtti^ensr«« 
/en ausdrucke ' 

«Es drd Grössen x^ k und b gänzJich it)ii inander mu 
tAhängla sind. Man kann^ wenn man mll^ ,k allein als 
^ändsrlick und x' und e als ' htsfähdige Grdssan harachm 
ten» Daraus folgte dass dU Grössen p> 9» r^ ^ • • • • 
gar Tuchi von k abhängen und sich folglich mitk'utgUich 
iuckt verändern ; denn sie enthalten gar kein It, ' sondern 
nur % und s, und sfyid also gfgen k Constanien. Der 
fpefth dfr '(3rdSss^.fV f »^^ x • • . ; bleibt obo iHi* 
verändert immer einer und dmelbe^^k n^og sfln^. y;as 
man vifUL rindet man daher, die Werthe diaer Grössen 
für irgertd einen beliebigen Westh von k^ so gelten sie 
oncA ngthwendig für alle, ütrigen Werthe 
von kj weil die Gräßsai fr Jil '> ' • ,v • • gar mclu von 
k abhänge^. Dies IVerthe. von p, ^, r, s • • • • wur- 
den nun wirklich fär iinziini fPküHi'vm k'gefunden) 



\- 






• wMUhfirl glikh ey glOii t$\ gleich g^ etc. Dkd 
Ä^i*f gäML ako äüdt ßr allt Ührigm fP^trthe von 
k mi Jolg^h gof^ 4%6rJieni, ohne dass es it^md noth^ 
wendig wäre^ dass k ein garazahUges vielfache von e ist.' 
rmnätr ist das F^erhältrusf zvrischen k und e' gänzJuh 
, pmOrBeh ' und die Okichung (544-) ^7/, k wid e^ wU 
M.' mögen gtgett einmder /«dt, was nukn prilt, dl^rtA^ 
acht, trameenderäe i^der unmdJiUche OrÖsem. 

Di^er Umstand i9t «ishr wichtii; und miiGlit 
den Hänptputikt der ganien Theorie au$. Ohn'Ä' 
ihn wäre der Aüsdruölo ($440 dnr<^äud nleht aU^ 
gemeiA «iwendbaf; 

55. . .' ■•' 

• <• • .'■•■ . -, 

Im Anfange von {§. Sg.) wurde als zweite Be. 
dingung des Ausdrucks (342.) vorausgesetzt, dasa 
sich die Grössen P, ^, r, s . * . ., der Reihe nodk, 
aUe durch dnerlei Operation tmsünander emmckehi lasgen^ 
eolien/ Diese Eigenschaft; haben die Orössen jp, f, 
r,' « • . • . in (344.) ebenfalls wirklich. Man fin- 
det nemhch, wie man ^ieht, die zweite Grösse 

, ^ gs ^ . .; . -^ ■ aus der ersifn f^sstfx^ Weativ 

man in p sä /« , \ar -^ e statt x setzt , von * der ent- ^ 
stehenden Grösse /*(^+€) die ursprüngliche Grösse 
. F==/ä^ abzieht, ^ und den Rest durch s nnd die 
I C^rdnungs - Zahl der Opeiratioii, 1, dividirt Ganz' 
eben so findet man die dMtte Grösse r auii der 

£w«it«Q q. Pen^ jMtipt viaxi in q ?=a ■*■ ■ "^^^"/^ ^ . 



51. -IL ßsff 

« + e «tat« xy «o eirhiüt m«n /^^'T° ^),~^^«) 

f> ' VI 

Zieht nifui UerYoa ^ is - f i ^n V" " ^^ ab und Üivi- 
dirt den Rest dorcK «und di« Ordniiii|;s-ZahI der 
Operiitioa, a, <o erhält man /(*•!• aP-A^+O+r* 

welches |penau die dritte Grösse r istt u. s. w* 

JDieser Umstand muss aber wieder eret allg^* 
mein bewiesen werden. ' 

Das mte allgemeine Glied ist 
ü^!mi?0'^* + »n«>-B!rt«+("»-»)«)+'^^'-%*+('n-fi)e) 



•••• 
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Setzt man hierin X^9 statt ^^ sieht dieurspräng- 
liche GrOsse von der entstehenden ab, nnd diyi« 
dirt den Rest durch s und die.Ordnongs-ZaU der 
Operation^ m-{7 i^ so erhält man 



\ s 






w yn.(in- !).••• 1 >, , v 
Ein BelM>ige8 ntet filied diese« letzten AiudraciGi 



ist 



T| 



t 






Diele Grösse ist §Ieich 

.,- ' • ' ' ' ' . - ^ 

'- :.>.Ls...*lt ; 'C-;6rt«>(«tOn-(n.a)», 

Q4er^ weil . ■ ' 

ist, gleich 

'• ' ' ' ' * ■ ' • ' 

* ■ • 

Diese Grosse noch, wie es Obigem sa Folge sein 
seil, mit7-r TTüTTT^ti «ttöltiplieirt, giebt ge* 

■au das nie Glied in dem m-|-iten allgemeinen 
Gliede yon (3440 > folglich erhalt man- allgemein ^ii» 

, m-|-i'te Gli^d in (S44*) ans dem mten, wenn man 
in letsteres x "^^ e statt s setst, die ursl^rüngliche 
Grösse wieder absieht, und dep Rest durch a und 
die Ordntings-Zahl der Operation, m-f-^ dividirt, 
folglich durch die nemliche Operation, welche das 
sweite Glied aus dem ersten giebt; mithin erfiUk 

r. der vorausgesetete Ausdruck (34a0 auch dis zmtu 
Bedingung, dass die Grössen p,f, r^ s • • • * all- 
gemein, aUc' durch einerlei Openition auseinander 

« sollen gefunden wn^en können. 

Man 



jt*. 



4Ugem* Enlwiokelunss-Amdruch^ 

* / 

Man kann, dieses Um^tandes wegen, den Aus- 
druck (344.) kürzer bezeichnen. Bedient man liich 
tiemiich des auch sonst' gebräuchlichen Zeichens 
A^ um 1 die Differenz 2weier\ Grössen zu bezeich- 
nen, so kann man, wenn man noch die Grösse «, 
etwa unter dem A bemerkt, um diejenij^e Grösse 
anzuzeigen, .durch welche die Differenz entstehet, 

z. B. die ijiTÖ&Be /(«+ «)"—/* durch -^ /}v bezeich- 
neu. Dieses giebt . 

Auf diese Weise kann die Operation bezeichnet 
werden, durch welche man die zweite Grösse 9 
ans der ersten p ^= fx findet. Da nun diese Ope- ' 
ration, erwiesenermaassen, für alle folgende Gros- ^ 
sen immer die nemliche ist, so kann man 

. r durch ^-— • — q. oder, durch -— r -t/^> 

s durch -: — • — r, oder durch --r-^ —^fx 
n« s. w. also überhaupt den Satz (344.) durch 
36o. fCx+i)=/x + ^.-~fxi.^^^^fx:,,, 

■ i.2«3.;.*m a^ 

bezeichnen. 

Dasau^.aoQh,. wie man sieht, die Caefficien- 
ten dieses Aufdrucks welche ft: enthüllten, bis auf 
di^^l)ao]uteii,;{Z4Jj)le^, nichts ander» ala . Factori«!- 

^ [»4] 
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len , mit der Basis — und der Differenz «^ x ^ind^ 
«o kaftn mftn^ hoch kürser^ 

55«. A*+i)=/*+(4,->) • 7^+i(T'-»)'^/*"' 

schreiben. ' 

Dieses ist der oben angekündigte^ allgemeinere 
Atisdirack^ dnrch *wekhen sich^ wie man seheq 
MTirdy die Entwickelangen abhängiger Grössen mit 
^osser Leichtigkeit und Allgemeinheit bewerkstel- 
ligen lassen^ 

Der Au$drBck ist , wie leicht m. sehen ^ irölUg 
dem, in der sogenannten Di£fereni&en-Rechnung be- 
kannten, schon von Newton gegebenen Aui^rücke 
des letzten Gliedes f^^x-^rtiB) einer Reihe voj;i 
Grössen von einer uhd derselben Abhängigkeits- x 
F9rm, wie s* B. ^ ^.. , 

. . • • • 

gleich. Er ^arf indessen mit diesem Differenzen- 
Ausdruck keines Weges verwechselt, noch wenige^ 
eben so hergeleitet und bewiesen werden, wenn 
man ihm nicht seine Allgemeinheit, die so wichtig * 
ist, nehmen wilL Denn für dm'T^eteni^^Aus^ . 
druck iit immer ein ggmxaUiges Verhältmis'zvf^^ 
- sehen k und e nothmhdig ^ Ner rikht ,* sondern k 






I 



Sfe jH. an 

und € können auch ein imBionates Verhältnisse oder 
gar. das^ Fkrhöltniss. einer i rejdlm ^ zu- fincr- ijfta^^ 
nairen Grösse haben ^. wie tn. $. |$4. bepriesen^/ W^U 
üian den Ausdf^ck.;(5^^.^r^init dem, Aj^^druck^ 
der . DifiereDxen - Rechnanj;; yo9 der^elb^ii Vfirm 
-vergleichen^ 'so kann n\an;ibn, nur .f^r.djle die- 
ser Rechnung . nöthige.In^erpolaÜomV^ormeij^; in 
ihrei' allgemeinsten GestaU^\ ^nelimen , die?, ^ber 
daan^ erst jdH 4fir obigen^, unbedingten Allgemein- 
heil bewiesen yrerden muss. ' ' ; 



r. J . . , • t . 
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Die Zahl der Glieder ;d^s Ausdrucks (SSi.) ist 
unendlich gross^ sobald qiän nicht voraussetzt, däss 
£ iii ir au%eben solL ..^lle^mtin genorAaien üt^äM 
die Zaht. der Glieder des Ansdrucks immer unend.. 
lieh gros#« Die Grösse a braucht desha^ltt keines* 
wegeS' Nnll^^od^k* tinMdii<eh kleitt-'ste «ein. Eriit 
hinreicbend) wenn, sie nur kein <fuf gehender IYhei\ 

von Äi ist. Die,Coefncienten--i ^ — r- r v j 

wechseln dsihn» von einer bestimmten Sl^Ie^-^b^l 
das Zeichen. Da aber i willkürlich ist, so kai^i;! 
man «ndn nach Belieben,- dem 'A'usdfiäfcke' hiiid he.- 
stimmte. Zahl von Gliedern -geben, oder^ mi^ unk 
dem Worten, machen^ dass die E/eibe.;aUGmal,ltb<r 
bricht, man d^rf zu dem. Ende nur zwiscliea.^ 
und der willkürlichen Grösse e^ ein j^nzzahlißeff 
VerhSItniss f^estimmeiir ; Alles Dieses ist ganz der 
Wülkür uberlasien.- -l-=^v >\ •- '" « 
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^ixikelte allgemeine -AÜ'sdHick dW Taylörsclien 
Satt, als Milien be6t)hd^rh l'MIi ettischlies^lich tot^ 
halte ^ öder denselY^en mit timfa^se. So v^hSlt e« 
sich S/v^tkUi:^. ßef ^ayhncht Satt ht ' detjenigt be^ 
söndik Wäll dts tdigmdnm \AuaitutH (344.) , in wd^ 
Ch^ e SS o *g«se«^l ^irJ. *I>enn, iferstlich g^eben füj^ 
* ^Ä b dW BatgtoritöHett' ii fe(Ji-^fi), *.(*-^).(t— 2^)...^ 
fcOfc-— e).w.. (t — (ifi — i)«etc. in dxb ritiOimlen Po-- 
testäten von k: *, i% ik*..o A**»., über 5 sweitenaaber 

ist^i^ .Grosse 2 Ä^i^iriZi, für eä=o,wirk. 

. » ,. . ' . ' ■* Ä 

Kell, ^itie- bekannt^ xiiofat» iMidei^s^ als die erat« M-^'. 



t » \ t K f r « • • 



teiiung*^ oder der trste DiffermiaX-Co€ffidtnt--fxfi)A^t 
'Afx y^nj^y »»d> weü:fl./f^<nn€iii. beiyieaeil, daw 



A . • • '« 



äUs ip fe /^Y gründen -wird, nur wtedo-hoti werden 
darfi'üm die folgenden \Jr6is6n Y zL^'/k' ^^^ 

/« : etc. «B ; fiadeo.). . ip.ßudtt dat . uMoiriKfte oucft: 



«»' 



^»^ «■ Ä 6 Statt, welchfer W^rthi ybn" e keine Ans- 
öaliiiie mäclÄj mUhin 6iiid die Groäs^ü r, *• . . .. 
itei'-e CS ö, niib&ts ände« als ij*/^«, dP/* etoi und; 
aer aBgeteeitte' Sau (544Ö ^iett, fiir # i= ö) ' ^ ' ; 

362. /t*+*) « /* + * dfx+ ^ dY^t + X,df. /5*,v,L. .., 
welcl^es der Taylorsche Satz ist. • 



/ 



S7» , H. £I3 

jungem* Entwick»lungS''Au^ucik. 

\ 

Wir wollen de»balh*d!eD allgemeineu Ausdruck 
(344*) nUgemämn Taylorsdien Satz »ennea, Voravs« 
seUeiid, dass Taylor,' wenn er lebte ^. die Benen«> 
nung gut heissen würde* 

Da dieser $illgenietne Taylorscbe Satssr (344.) 
den besondern Sats dieses Namens, werattf die 
^ sogebannte' Differentia)- «nd Integral -]Reclnrang 
beruht^ schon mit enthält,, sa ist nun aneh ein 
eigner Beweis des Letztern nicht mehr nöthig nnd 
es werden also jetzt auch die in (§. ig.} be- 
merkten Schwierigkeiten gehoben. Das^ man anf 
dies^ Weise den Beweis des besondern Taylorschtn 
Satzeiy der so viel mit Nullen und unbestiinmtea 

o 
Ausdrücken (von der Form — ;0tt sehnen hat, erw 

^part, ist wichtig, weil n^an dadurch zugleich 
jene Klippe vermeidet, diei in den Strudel' des 
leidigen Unendlich -Kleinen führt« 

Der besondere Taylorsche^ Satz , nemlich « der 
Fall des allgemeinen, in welchem c = o ist,^ eig« 
»et sich übrigens immer zu der Differential- und In- 
tegral-Rechnung vorzugsweise, weil sich durch den- 
selben auch zusammengesetztere Fälle mit eben der 
Leichtigkeit behandeln lassen, wie einfachere« Schon 
der Satz & B., dass, wenn y = /x und z sc ^jf 

. =? y f^ gesetzt wird , allgemein — 2 :;= — z^ — y ist, 

findet für den angemdnen Satz nicht eben so leicht 
Stattj so dass derselbe ichen die Ableitungen um- 
gikehner Functionen nicht fnit^, derselben Leich- 



> - ■ ■ • 

Aitwindüng desallgeifieinen Tkiyhar. 

. fi^ieit ^ebt« Diesen teilen Gegenständ» und was 
die weitern An wendmi^n des allgemeinen TäylQ^r- 
.«eben SaUes betrifft,, wollen wir gelegentHcb nä* 
ber untersuchen. Hier soll der allgemeine Satz 
, i(544«) vorläufig nur zur Entwick^lnng der ^ Pote- 
ntaten un4 Facultäten gebram^ht werden', j&a wel* 
cfadm besQndern ; Ziivfecke derselbe hier aofjgesteUt 
wurde. / < 

Anwendung de^ allgemeinen i Taylorschen 
Satzes auf Pöt^täten u. dgl. 

58. - 

Ehe wir den allgemeinen Taylorsc|ien Sat^ auf 
, den Hauptgegenstand dieses Abschnittes , die Fa- 
Gultäten, anwenden, wollen wir einen Augenblv^k 
in die Theorie der Potestäten suriickgehei^, und 
den Sats -insbesondere auf den vielbesprochenen 
und vielfältig behandelten und bewiesenen binomi^ 
sehen Potestäten - SaiUp anwenden. 

£fi( sei nemlich 

$55. fx = «% 
SO' erhält man , vermöge des allgemeinen Taylor- 
schen Satzes (344.), 

4 . ' ' - ■ 

*SS4.tt^ * =:tt +— (U -il X+' a '-fo *» +** ) 

_^ fc.(fe-s). ..^ A-»(m-> 1 )#) r^..xtmi _ 9ct(qi-i)e 
.... + * ' ^ ^ 1 (U -im« '^ 

• . ■ . ^ '. » ' , ■• ' 

. m.m-1 xt(iit-2.)c j oDvT 
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.< * - 



^ 1 1 
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oder ^ • . « ; 

355. u ' =:u I i+— (z/ -1) + — ^-— (u -2Ü+0-« 

« * 

*>»-+ ■ ■ ^ ■ ■ ' ( u "Unr ' Ar ■ ^ y ...'ri j 
bcter, weil \ 

i«t, was sich für einen beliebigen ganzsahligen 
\Verth von iw. wie ihn diese Grösse lüer nur ha- 
ben Mnn , elementar beweise« lässt, ^ 

367. . " =s " (» + T ^" -») + „,a ' («*^0S... 

V 

Setot man hierin x ^=: o utid « *=; i, so erhält 
matt ' ' ' - 

358. u^^ss 

>■^.ik(^■>)^.i(^«-o^... ^^^»^':^-'>""^*-^'^^V o°'.,. 

'2 X •2«»««m. 

Setzt man endlich i -f ^>< statt u und > statt k, so 
^erhält man^ 

559. (.+«)y=i+y..u+1LÖ!±2>a.+2±:^ 

welches der bekannte binomische Potestäten^Saiz in 
der grössten Allgemeinheit , für jeden beliebigen 
Exponenten ist. 



I- 



; 



\ 1 - 



. I 



216 IL ^ 

.Jnwendung des allg^ Tcifflaf^/^kewz 



Um ii^^XL allgemeinen Taylorschen Satsi f: 
($.550 2U beweisen, war nur der binomische Satj& 
für ^anzzahHge Exponenten nöthig«' Dieses ist al^o 
auch hier nur ^der Fall. Mithin .werden, wie mao 
sieht, die nicht geringen Schwierigkeiten der Ver-1 
allgemeinerang des binomischen Pptestäten - Satses 
\on ganzzahligcb £ir beliebigen Exponenten, de- 
ren die Paragraphen ( io» 33 und 56. ) erwähnen^ 
diirch den allgemeinen Taylorschen Satz gänzlich 
und) wie man si^htf mit grosser IjeichtigkeH, anf 
eine einfache und elementare Weise gehoben. Die 
Schwierigkeit» welche in einzelnen Fällen immer, 
der Uebergang vom Besondern zum Allgemeinen 
macht, wird gänzlich auf den allgemeinen Satz 
geworfen und daselbst ein- für allemal über^ 
wunden. 

59- 

Setzt main in die Gleichung {367.) s =; 0, 
^ 9^ = und üt =t: y, so erhält man 

36ö. n^ es 

/'Welches mit dem, duf die ExponentiaUOrössen und / 
Logarithmen f&hrenden Ausdrucke (67.). überein. 
stimmt, wenn man daselbst s = o setzt. Verfährt 
man damit wie in ($• 10 und xiO> ^^ kann matf 
auch aus den obigen Gleichungen , die Ausdrücke 
für Expone^tial - Grössen und Logarithmen finden. 
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Satzes auf PobesSäben u,FäcuUäUn, 

\ 

Man ' sieht leicht > da<8 sich der allgemeine 
Taylorsche Lehrsatz auf vielierlei Weise zur Ent^ 
"Wickelung vou Graissen » die*, in Form der Po- 
testäten^ der Logarithmen, der Winkel-Functiesen 
oder in andern Formen f von andern Grössfen. ab«< 
hängen, anwenden lässt, uxid dass man im Stande 
istf yermittelst desselben die mannigfaltigsten Aus«» 
drücke «aufzustellen, welche insbesondere durth 
die willkürliche Grösse s eine eigenthümUche Art 
,von Allgemeinheil; erhalten. 

Wir wollen nunmehr den Säte yreiter auf die 
Facultäten anwetiden* 






Anwendung des allgemeinen Taylorschen 
Satzes auf Facultäten. . 

' Eine Facultat z^ wie 

hängt von drei Grössen u, x und y ab. Jede 
dieser Grössen kann mah um eine beliebig^ 
Grösse, e. B. uAi k verändern, und den dadurch 
veränderten Werth von z suchen» welches drei 
Aufgaben giebt. 

Die erste, deren Gegenstand die EntWicke« 

« - 

lang dejr Grösse (a-)" K'h^)^ ^^> führt,, wie 



t 



u. 



2X8 ^ ' 

- \ . 

:..MntwicJißlnn§ derrFacult^äien 

man aus der Gestalt dieser Grösse siebt , auf d%n 
obigen binomischen Facultäten-Sati&; denn dieser 
fiatB betrifft eiüe Facultät, derea Basis eine «wei* 
Iheiiige Grösse ist. ' 

. Wir tv'ollen also sunächst den bMonnschm Fo- 
eabMen^Amdfuck (Ssiä.) durch den allgemeinen Tay- 
Jot^ehW Sat2 zm entwickeln suthen. 
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Entwickelung der Fakultäten durch Verände^ , 

^ rung der' Basis* 

62. 

' • • - 

I. Zu dem Ende darf man nur in (344.) /Btira 

<Ue 'lacaltät («,.4-a)y statt fu, also | ^' 

36i. /u = («, + «:/ . ' 

V 

setzen. Dieses giebt /(u 4- ^)» ^der jetat 

362. C«+*,+*7=(u,+*f + ^[(«+f, +«)^-C«, f xH 

wo die Grösse e willkürlich ist. 

.. II. Man setze zuelrst die willkürliche Grösse 
c gleich r-», so erhält mau 

563. (u+k, ^xy = (u,^x/^ii{u-x, +*)y_(u,+*n 

V 

+■ _V • ^ <: '. - - • ^ 



\ 



€».- HL ' .^19 



dufe^'l^eränderimg > ^ i 



.'i>*'V'.^ 



. \ 



III. Nttn ist 
364. (ur^Xy-^-xy.iu+xd^iy) = (uy^x)r(u*Lx). 

. J)enD,. setzt man in die erste Qrund-Gleiehung ^der 
JFacultätea fe83.i ur^x statt w^ x. statt ü ,und fc = 1, 
so erhält m^ "~ , *- 

365.. (M-JfaJ*»)^(ii-»+y«}>oderCii-*,^^^^ 

» " , - ^ - 

Auf der . Hindern Seite giebt die ncjpaliche Grund-/ 

Gleichung '(285.) allgemein , für m-t-ap statt u, 
■aHo,"mr' y- SS «, " ■ 

mithin a,ucb, wenn man J' statt h sclireibt, - . 

366. («,+*7(u-»)= («-;f,+«)''*'- 

Die Gleichungen (3&5 und 566.) Zeigen , dass iäie ^ ^ 
.Grössen 

^^ (a — Ar,+x)^(ii + ArOf— 1)) und (u,+ä;)^(«~ä), 

beide gleich (u — ^,+ä)^* sind. Also sind sie' 
einander gleich, welches die Gleichung (564.) giebt 

IV. Aus (364.) folgt" 
also 



^ 



} 



oder . • ; 

V. Nun ist^ vermöge der Grund -Gleichung 
(siSSO» wenn man daselbst & = i und. y — i statt 

4 I 

y setsty 

568. («,+*)'■ »=(«',+x)y^>+(y-*i)a)i'" 

\ * • ... 

also ist ' ' 

Seta&t man diesem in (367O9 fi<^ erbält/man 
369- (u-^,+;r/-(ii,+*/==:-(a,+*/-''«jr; 

YL Der Theil linkerhand in dieser Gleichung 
069:) ist der erste Cocfficient in (3650 ^ — > ^^^ 

wird derselbe y wie man siebte aus/ der Stämm-^ 

Grösse (ii> + ^)^ gefunden , wenn man den Expo«- 
nenten y um I vermindert » /mit dem unverändert 
ten Exponenten^ so wie mit der Difierea« x^ mnl« 
tiplicirt und das Resultat negativ nimmt» 

Es ist also 
370. —y » = — («, +Jcf = - (i/»+x/-'.a;y, 

VII. Dieses giebt^ durch .Wiederholung der 
Operation, 



N 



es, II. 221 

ätetth^KetUndeFimg der Büds^ 

m> I * 

Vif 9* w» ... 

VIII% .Snb'stitQU^t maa die^e Coeffici«ntefi jsa \ 

4 

— f — , + -^ — T-^f — j , etc. «n die Glei-. 

chanff (363.) 9 ^o erhält man 
371.. («+k,+*)^ = 



• .• • 



■ 

welches, wie man sieht, mit. dem für den.buiomi- 
sehen j?acaläiten-8at£ auf einem' andern Wege ge- 
fnndenen Ausdrucke C3i25«) ''^aßkommen ttberein-^ 
stimmt.' • • .'' ' i . 

Die dortif e Schwü^rigkeit , d^r Sn^vickcilnng. 
namentlich bei ded Uebergaiige vom Besondern 
2um Allgemeinen y wird hier durch den allgemeineii.; 
TaylorscUen Sat£ Termi^^. * 



•' 63. 



I ' 



< 
Pa aber in def Gleichung (36d»)^ auf welcher 

der binomische Facultateif.^at£ CS^i'i^di^rSaS.) be- 

raht^ die Grösse e gaoüilich^iltklbrlidh ist^, safcjiAB 

man daraus nicht etwa blos den Sat£ (371.) t son« 

dem nach Belieben auch noch andere Ausdi^ücke 

ahli»ite|^«.sVnter ^sen Jift b,espxiders ^eaf en jiuHsr. 

wähnen y welchen man erhält 1 wenn ^a^s, statt 



• 1 

Mrfe i)^, 4*"* vorigan. Paraaraph ffkich; —fr'' viel- 
mehr gleich -f"Vr setot. 

I. Man ßelie fiir diesen Fall in die erste Grund- ' 
Gleichung^' der Fäcnltäteti (q83.) ^ ^ i » 60 erhält 

man ^ " i ' 



»,* * n.P ( I j 



welches , wenn man y statt jfc schifeibl,- " • ; ' 

372. (u + *^ +«f .« ^ c«, + *i^ : ' ' 

gifebti '€)■".. ■ ■•:■ ■■--':•■■■- -vi •" -■ ; ';•+ V--; .'V- 

S^tzt man biQ|^g;en i^ vdR^nemUdKe*^ 
(283.) * = 1 , so erhält man, 

S73. (w, + 3cy =.C^.+ «/(« + *j^)a 

weIcljj?S!,;1^finn mai^ es ip.(^|2,)fub8tituirt^,, ,,, « 

(u^.:v,4.Af)y.ii = (^, 4-^^)^(11 + ^y), oder '^ 

V' .57W; (« 4.a:,4:xf ,==(a;4.^ 

H. Dieses giebt •w^lle^ ^ ' 

oder/ * , . 

vmldii^ - i^t WerlAi. ' tei - iM»n Ceefficlrateii ' mn 
— T in ($6!2.y 18t,. wenn taän e == x setzt. , *" ' • 

• .' -:■••'.. ■ '.:;■• ;.,:." «DJj.i . j . ..i-, . iL,':;'. !,•■.: 

Itt'Wän 'findet dktaWw^ter,! -iHBÄ^liiMi' 



• / 



t 
I 



ö3t „ • ß* ±S5 

t 

durch Ver&näerimg der Basis, 

und weU (u+*,+*f =(b,+*/.ÜI^ wt (5t4.), 



"s ■ V .:> 



gebogen, giebt . ,: ^ . , , 

4 



fy~ 



«-• 



^ welches für c z=z x der zweite Goefücient in (372.),, 



au ■ , ' ■ . ist. 
2«^ 



IV. Man #fehi hierauf* deutäich dag Geseta 
der Fortficlwreitung uijd erhält, z. B. für im ^rit- 

> ten Coefficienten, / . , . ; 

' ' ' ^ ^ r • ' 

V. Sübstitairt man diese Aifsdrücbe der Coef- 

ficienten ip die Gleichung (Sßs»),; so erhält mati 

' f. *• \*J^. ' -r 

379; («+fc,^^)r5a(«, JLi^'fluJ^'+ 



X 



■ 2% ■ ■Ml. ■ .6s. 

Entwicjctlung-der. ^upuUßiJ^en 

welches ein anderer allgemeiner Äiudnxck für Fa- 
caltät€n, and *w^r eine wirkliche Entwiokelung ist 
die dazu dient, eine Facultät mit der Bdsis k -jf- jb 
in beFechnen; wenn man die rtemliche t*acultät 
mit der Basis u schon kennt, ungefähr wie .es 
?v Bv ^eEgl^ichea; . Aiwdpü^ke für Liogarithiöen 
giebt» 

y • . ■ 

""■ ■ • • * . . 

. VJt Der Ausdruck (58o.) conyergirt immer, 
wenn * kleiner als ü ist, und um so mehr ie 
(lein er fc gegen u ist. Man kann also vermit- 
/ielst dieses Ausdrucks die Facu}täteii , etwa wie 
die Logarithmen und Wipkel-Functionen , Schritt- 
yeise,. VQA einer;ß£^is.^ur andern ^berechnen. 

' Vn, Wenn man x ==: r sotst, welches die 
Allgemeinheit des Ausdrucks nicht Termindert, weil 
sich jede Facytltät auf mne andere mit der DiBTe-» 
renz \ {»ringen lässt (§* 45., III^), so erhält 
man 

, VIII. Setat man ^i|ch noch« u^ -)^ ^ s;^ i ; wel- 
cUes ebenfalU a|ige]^; w^ sich jede Xacultut aui^ 
eine andere bringen lässt, deren Diflrez;eiiz und 

. / , Basis 



» ' 



L 



■*-— -"'- — — ■- - I 



7 



I. . 



■ » 1 1' «■■. ■ — --^ 

a.3 



I • 



65.' Ih , 225 

durch f^eränaerung der Sasi^. 

Basi^ beide t «ind ($. 45., IlL), to ist il:s::i^^, 

. ' "^ '^ L ** 2 «(«-(■ ^») 

oder 

(«,+»/L»-y.v+-T~ ;;r» — 1^ — s+r- -J' 

oder 

* • * 

382. <i,+ i)rs-! 

\ »I / V 'Lü-l li ' 2(ü+l) , 2.3.(ü+8) Jj 

Da in dieser Keihe u 'willkürKth ist) weil es lin^ 
kerhand nicht vorkoitimty so kann iltkän sie» füfv 
ein positives y^ als immer converg^ent betrachten* 

Sebfct man £* ß. a tss 2 9 no erhält man 

welche Reihe 6chon convefgirt 

IX/ Set£t man in (S81.) asfi^ «o «rbalt. 

«der ' 

584. (i+*^ + i)*'=a 



> - 



\ 226 



ü. 



\ 



«s 



Entwichelung der FacuU 



welche Reihe wi9deriu(aiminepconvergirt,'W'ennib-iuid 
J^ positiv sind, und dasa dient, eine Facoltät mit einer 
beliebigen Basis i-|-^ und der Differenz 1, mit Hülfe 
der ne^ilicben Facnität mit derBasis z. su berechnen« 

X» Setzt man in die Gleichan^; (289O fc = 1, 

so erUUt man > 

586. (a+j6-|-*)*'ais=(u,4,x)y^, 
odet 9 wenn man 7 «- 1 statt y schreibt, 



586. 



<*tt*f _ 



j 



u 



= («+*,+^/"'- 



Nnn kann man die Gleichung (379.) urie fölgt 
schreiben: 



fii •4-x^'^ 
Snbstitoirt man hierin den Ansdrack Von ' *^ ^ 

(386.) , so erhält man . 

587. («+*,+«?)^==(ii+^,+^r[ü+*y+^^^^ 

Setfit man hierin zr ;=: und .V = u , so erh&lt man 

V 

+ — 5373 — y.y- ^vjr- a) . . . .J 



^ V 



V 



t ' 



t 



* / 



durch Verändenmg der Basis. 

9etKt man x =r 1 9 so erhalt man 

, (11— 0'(W— ^2) / • Ni' -.X 1 

+ ^ ä3 '.r(y— OCr— a)-..J. - 

.So ISMt sich der obij^e Aosdrack auf mannigfal- 
tige Weise umgestalten. 

■ 64. 

Aus dem obigen zweiten allgemeinen Ausdrucke' 
einer Facultät mit binomischer Basis (679.) I^isst 

sicbr leicht ein entmch^eher Ausdruck der ersten Ab- 

I 

lätung einer Facultät und ihres Logarithmen, nach 
der Basis genommen^ finden. . 

I. Da nemlich die erste Ableitung von der. 
FacultSt (Uj-f"^)^» nfsith. der Basis genommen, nichts * 

anders ist als die Grösse C'^'^*>+^|^^~^''> + ^^^ ~ 

für / =0, so erhält man fttr die erste Ableitung' 
von (11, + x/ die Qrösse 

T 25, u.(u+x).(u+ax) V ; 
f^r lb= 0, welche«, wenn man k^ o setat^ 

59*. — (u,+xy=s , 
giebt. . V 



t 



'\ \ 



208: II.- 65. 

Entwhkelunig der , Fakultäten " 

IL Da die erste Ableitung des natürlicbeki 
Lpgarithmeit *(w,-f-x/ der Facultat (ö, + x)^, aadh 

der Ba^ifl gcS&ommeü^ gleich^- — ; ;r— i«t , ao 

erhält mäh, aus (3go.) für die Ableitung destiOga«- 
rithmen: 

59».-^ K+x) j-S - 5 ^S+r)+y «.(«+x).lu+a"5'- 



Der LogarUhmt äner FacüH'dt^ wie (ti,4'^)^» 
liUftt sich, durch Veräaderiing der Basis, aus dem. 
allgemeinen Ta.ylarscben Lehrsatze (344.) «ait der 
ikemlichen Leichtigkeit finden, wie der Ausdrack 
der (Facultat selbst. 

I. Han seti;^ nemlich in den allgemeinen Tay« 

lorschen Sat?i (344.) u statt x und *(ii, -j- i)^ statt*/«, 
80 erhält man ' , ^ 



IL Der Coefficiept zu — ist, vermöge der Tu^ 

S 

genschaft der Logarithmen: dass der Unterschied, 
zweier Logarithmen dem Logarithmen des Quo- 



/ 



- / 



65. - H. , 2?9 

, 4urch Veränderung der, Bas(s. 

listen der liigarithnaandeo gl^^ioh ist, ^Ui^k 



I 



503 r<;i±li3:^*) 



' III, Den: aus einem QuOtient^^ zy^eier Fac$i^ 
täien besteheqden Ldgarithmanden ^diescai Logarith- 
iii«n bann man allemal auf den Quotienteii zweier 
FaaomUen, oder ratiwiahr Fatultätm bringen. 

, Die erste Grund - Gleichunrg der Facultat (a83.) 
giebt ndmlilh 
' 594. {u.'^x')''^^ =z{u,+xy.iu'\'yx,'\'xf. 

Da diese Grösse (i/,+x)^^ den nemlichen Wer* 
behältr wenn man y und fc verwechselt, so ist 
auch ' • 

395. (u, + *)^ 5= («,+5eA("+ft'^» +«)''• 
Beides einander glcieh gesetzt, giebt 

Man ietze mm in (393.) die -willkürlich« Grösse « 

■ w «■■■-'' ' ' ■ 

gleich'U, so das» fe :5= -|- , so giebt die Gleichung 

<396.) 

W<^ man nun nach Belieben Zähler tind Nennet 
rechterband, »u ractbriellen oder r.ationalen Facul- 

V 

\ 



V f 



I 



I * 



oder 



oder 



-899« 1 — ,x ,m — )> 



• oder^ wenn man «• B. durch -^*("+/*f+^) ^®- 

«eiclii^et, dass in der Grösse ^(«+7^,+«^)*^ <1«»^ 
Exponent um m vermehrt ,^ und die ursprüngw 
liehe Grösse davon Wieder abgezogen 'werden soU^ 

, V 

I " - • 

wo m eine (beliebige ganze Zahl bedeutet 



V. Um den zweiten Coefficienten zu ^ ^ 



in (592.) zn finden, darf man nur, nach dem Ge- 
setze der Abhängigkeit dieser Coefficienten tqu 
einander, in den ersten Coe^cienteni Jt «f* ^ ^^^^ 
9 setzen und Ton dem Resultate den ersten C!oef- 



230 . ij. «5. 

' -4 

Entwickelung der Facultäten 

I 

fiten ^milchen kann ^ weil man zu -dem , £nde nur 
das wälkürlichtr 9 gleich einem ganzzahligen VieU 
fachen vob x, z« B« 

setzen darf, wo m eine ganze Zahl bedeutet 

jfe 

^ IV. Dieses' giebt für den Coefficienten zu — , 

dem Ausdrucke (Sgs.) zn Folge, 



# 
s 



I 



7 



^trch P^eijänäertmg der Basis* 

inög«(593.), 



y M:£i±£;C;vfif_>^, oder auA 



(ö 



1 . 

Nnn i^ Yermö^e (Sgy.), wenn man daselbtt de 
«tatt « set£ty ' 

also ist der «weite CcHsfficient gleich 



3t 

,3C 



welches sieh, wie beim ersten Goefficienten, 4^^ 

bsEeichnen ISsst* ^ 

VL 0er dritte Coeffi^ient ist 9 wie leicht sa 
sehen. 



iv 



> ^ 



,EntwickfBlung der Facultäten 



<f ,f,. _i I \ys. » 



, - , . - , 

welcfaes, vermöge C397')> . ' . 

oder ^ . 

VII. Sabstitnirt man diese Werthe der Coef- , 
fipienten in den Ausdrock (392.) , so erhalt taan 






•der 

4o6. •(i/+*,+x)y 5=? •(ii,4.x)r / 



1 



66. U. ^3 

4urck Veränderung der Basis, 

' I 

welcfacis. der allgemeibe Ausdruck des Logartthmeii 
einer [ beliebigen Facultät mit binoaiiseber Basis« 
(tt 4^ jk, 4" ^y ^^ ^ bedeutet;, eine willkürliche 
ganzt Zahl. 

VlIL Setzt man das ' 'willkürliche m gUieh i, 

k 
00 geht der erste Coefficient su — in (4o6.) in 

r * * • 

t • ' 

der »weite Coefficient in , C4o5.) zu .^ > > ■_,, ■ in 

oder wenn' man die su it-4-rx^und u kommende 
, Grösse X, welche die^ durch A beseicfanete Diffe* 

rens bildet^ ünterAset^t^ in — •(ar|-yx) *ii,dcr 

dritte Coefficient in r 



»# 



''v. («+{y+0*)* Xu+a*)^ 

Über a. s. w« . Man erhält also für den Logarith- 
men der Facultät (u -f- A|-|«x)^ mit binoimischer 
Basis j wenn man . dai in dem allgemeinen Aus* 
drucke desselben (4o50 Willkürliche m gkieh i 
setst, 



/ > 



•<• / 






} 
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Entwichelung der 

/ 

407. *(U +*, + «)'^ = •(«!,+ *r~ 

V'' * ^ ■ 

oder ' ' 

*<>»• '0'+».+»)' = *(".+«/ 

; 
I 



IX. Für u SS 1 und x =s 1 i«t 



409. •(i+*,+ i/ = '(»,+if 

t.Cfe-i).(*~2) Yg.g <i-hy)(3-fy)' Y - 



oder 



.'^ 



6a|. n.. ' ,235 

durch Veränderung der Basis. 



.^j 



410. •a+fe,^i)^ = .'(». +0'' 

' ■ . - ^ 



i" , X. ' bie Raä^n (4ö7, 4o8.) cönvergireii , 
•o .|An^ M, xJt und u -{* 7,^». P^^^^ sind) 

j kaali negativ 8eiii> nur muss y^ — sein» damit 
u^jrx positiv ist. Die Grossen -^•(w + y*) *öd 

— ^ü bedeuten nemlich die n ten Differenzen der 

Logarithmen jl^r äqiädifferemm Grössen 
w^-y^ und u +1^» 

i^-f-yx4-2x und u 



r 



li-J-^x+C'»*^*)'^ lind a+nx. 

Die erstsn Differenzen der Logarithmen fiqoidiffe- 
renter Grössen nehmen aber bekanntlich ab , die 
höhe^-n Differenzen, ebenfalls, und die nte Differenz^ 
für n ss: eoy is|Null$ also nähert sich der Werth 






der Grösse -^*(tt+Jfx)— -5*11 isunerfort derNnll 

' X ■ X , • . ' * 



> 



/ \ 
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Entwichelung der FacuÜäten 

• . • . . . ^ / \ 

nnd i«t im Unendlichen Null i^elbßt . Ferner ist 
bekannflijjh auch der Werth de» Ausdruck» 



* ■ ■■ ■ I ■ ■ ■ 



^)...iC4'0a4':-Ö-<-o) 



oder« 



4 • w« 3 * * • * '^ 



• » > ' • * k 



■ I 

nm so kleiner^ je grösser w ist, und für n zsz oo, 
(gleich Nüllj w denn im unvortheiUiaftesten Falle, 

für — =: o; ' ist der -Werth ded Ausdrucks ae -^. 
* . n 

Also c<>nyergiren die Reihen C407, 408.) r wenn ul* 
X und U'\'yx. positiv sind, immer. Sind u, x uttd 
u-f- jx nicht. positiv, so muss man die Faoultät 
auf eine andere bringen , in welcher solches^ der 
Faljl ist^ i ,was immer a&geht . 1 

:. , jXI. Setzt man in (407.)/ = 1, «0 ist (ü •}- JS;, +.x^ 
=3 1» + ^ (aö6.)l, also 



y 






2.3'X 



» • • 



dieses ist ^in .durch Faqultaten gefundenier Aus- 
druck des natürlichen Logarithmen der zweithei-^ 
ligen' Crosse u ^^^ k durch aqdere Logarithmen« 
Die darin vorkomiiiende Grösse x ist willkürlich. 

XIL Setzt man i =s mx und^ i» csf 3, so giebt 
der Ausdruck: 

V 






«6. 11. i 037 

- y - ' ' 

durch VeräT^erung des Eocporienteri, 

4X2. *{l+OTx) = ni,«(i+x) + -^^.Q^^J . 

<' 2.5 V ' (i+8x;» >/•••• 



. ' 



< * 



Mntwickelunff der Fäcultäten durch Veräh" 

dtrUng des Exponenten. 

I, Wenn sich der Exponent einer FacultSl 
(u, + 3?)^ > Ä- B. um fe verändert, 00 geht di^elbe 
in (ü, -^at)^*^^ über. ; getrachtet man sie daher als 
von y, abhängig^, fp darf man nnr,^ um sie durch 
den allgemeinen T^ylorschfii» Sats (344.) zu enU 

•wickeln» in denselbfen y statt x und (u, 4*^)^ ^tatt 
fy setzen.. Dieses giebt \ 

4.5. K+*/^*^=s ("j+^Z+f ((«, + »J'^- (">+*)^) 

wo 6 eine willkürliche Grflsde ist 

IL Nach der Grund -Gleichaii|; (283.) ist 



4t4« 






\ - 



\ ' 



23& 11. «•. 

Entwie^elung der Facultäten 

SnbMittiirt man DieiM in (4i5.) so flrhiilt man 
415. <!i,+,f^ = 

ni- ' Dieter Aiudrnck isf zn einer reinen Ent- 
«icbelQQg einer Facnltät, , die selber- keine Facnl- 
täten mehr, wie die bislieri^n Aosdräeke, son-v 
dern nar etwa FaaorUUm enA^lt. ^eeigaet* Man 
erhalt, wenn man y ^ o nndm^^ setst, 

+^((«, +')'•-«(«; +<+0 - 

oder, nach der BeEeicIuiiings ■• Art von ($. 64.* V.) 
417. (u,+«3' = i + 7-.4-«". + 'n 

. +^-(^-'<"'+"'^°> 

^. .>.(y-0.-0'-<-;)'^ _£L((„,+.n 

I.a,5....n« (.V • 



I - durch Veränderung des ExpQTtenten^ 

I Dil die Grösse s in diesem Ausdrucke mllkUrKch 
ist, und man alsQ anch beliebige ganze Zahlen 
dafür annehmen kann, to enthält der Ausdruck 

) . nicht mel^r Faculthteriy sondern ' nur Factondlai, oder 
Producte äquUßffennter Factqren^ welche durch blosse 
Multiplication berechnet werden können. 

IV* Set£t man das willkürliche a sc: t • so 
erhSIt man , 

' 4i8. (», + x/ = 1 +jr^(«, + xy - 1 V 



) 



i 

i 

H 
I 



\ » 



V. Setzt man hierin u =: 1 , so erhält man 



Diats^ ist die . weiter oben y durch gewöhnliche Sulfid 
nütiel gefundene Reüie, (33g.)» Erst hier aber sieht 
man das Gesetz der Fortschreitung der Coefficien- 

ten«uHLZl0,-r:0lzi0:C?i:2) etc.; zugleich 

aber, ~ dass der weiter oben gefundene Ausdruck 
nur ein einzelner besonderer Fall des gegenwärti* 
ged allgemeinen Ausdrucks (4i6.) ist. 



. I 



) 1 






I i 



t w 
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Entwickeluns der Facultas €^n 

VI. ' Setftt man x = 1 ^ so erbält man 
4ao. (u,+i/=3 1+/ u,+»»— ij 



\ 



VIL Setzt man endlich auch noch u 2=? m, 
80 erhält man - ■-> ,, , 

wc^lches der eii^fkchste, ganz entwickdu AuBdrack 
einer beliebigen ^acnltät iat / 

Vill. Die Reihen (4i8^ 419, 4i20) 49i.) laf- 
#en sich» wie leicht zu sehen^ .anch auf die Weitei 
wie (417.) mit dem allj^emeinen Gliede schreibra« 
Sie convergircn^ nicht nothwendig immer ^ ,Weil 
die nte Differenz von FaCnltäteA mit steig^önden 
£)cponentea, für n sss 00 nicht nothwendi^ Nul] ist»- , 

IX« Alle diese Gleichttng'en enthalten denfaiitomi' / 
sehen Potestät^-Sati als einen einzelnen Fäll. Oetia 
man set^e m. B« in den Ausdruck (4t4.) K tfit i^, 
so erhält man 



'ätti 



Dieses' giebt flip'rs»>r>^''' ''"'^ ' ' ''' ^ •' ' ^ • ' '. ' »i ' 



■ fl /? ^ • • • • 



' ' I 1 j « I 



und wenn man u «tait u — - 1 sobreibt. 

4fl4. (1 +«/ =: , +y.« +iÖto„. /y-ty-o-cy^^i;^ ^^ 

weichet der binomische Polestäteh.SaU ist 



. X. IKe Snmtne der ./(tf^ieri 7%d/e der GUe^^ 
in den Ausdrücken dir Facultät (m, -t,*)^X4i5, 
4i5, 4i6und'4i7.) ist fiir einen powtiyenixno- 
faenteh y iiUemal Nnlli Denn «. B. ' ^n (4i'6.) ist 
die Soinme dieser Glieder 

welches sfleieh ^ ; ,. -^^^i^ 

ist. Für einen negativen Exponenten y ist hinge* 
gen die l^pmine dies« Gliedei* nicht Null, sondern 

unendlich gross. Daher dürfen die Glieder nicht 

* » • • • • « . 

üllgimdn weggelassen wenden« 



1' 



>■ * 



C16] 
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6t- 



r <• 



I. Die .er#« ^iUeä^g «iq)»^ Facnltät» nacb^ dem 
Exponenten ^enommenV ^findet man «na der Qlei- 
chnnj; (4iä>)* Sie ist nichtttan^^rf^ i^l#. 



• s 



* > • 



/ ^ ^ A LI Ar'-* (^+ ^)^*^ — Cw*+*)^ 
y ^ « 



für ft gleich NnJU. Diesea' fieU, 
chnng (4t50 



, f * • - . . ^* ». 

427., „fc«, +.*)'=%^[-7(«+y*,+*)* 

II. Die erste Äbleitang 4^1 Lcfgaritfainen. ei- 
ner iFacnltäty 'nach dein Exponenten genommen^ 

ist ffl«ich — -— - — -=- also . Termüre (4s7.) 
406. — ^(tt,+«/)=— (tt+r*,+*)'* 



i:i 



2.5 C/)^ 



* . 



±r37::^(3=^"+y'''+'>" 



t> 






\ 



I 



68. . 

durch yer$näeran|^ dea Exponenten, findet man 
«asi 44mpi ä|jlgjMMia«ii Tä[yl4Äc»cbAa .l^f Jirsatse ^ wie 
folgt. / 

e r- i-ifcijjl» ftet*p;i»ei»l)cli in die««» S^s (^.) jr 

statt ^x' und *C»,+*)^ «t^tt /"y, «o' erhält man 
429. 'iiH\^)^!^^\H,^^)^\\(^^^^ 

r . .^# > ..... , — . • . y 



f 

• • •■ 



^" n; Dite^s giebt m^ j^ss o nnd k^i,- 

*/ » ' ! • ■ * i ' . .' . -u 

• • « • •*• *^* • •'• • • * k «A 

Mar • '.i- "'• • . 1 • • A : •., _ /^ 






V ... -.r 

VO € willküriich ist 

m. ^etet man das WiUkürlicIie^ |:!eij 
so erhält. maA' 

452. >, + */ = r (•(«, + *)' ~ •(«, + sc)") \ 



i 



"•J ' ', M» •*.:•• #*'■'-«• •• '•. '*'"••• •♦••nK\?.'v^ ; 






2:^ 



n 



1 • 



ist 



IV. Dis aÖgemMni» GHSefl iÄ <iM«e»Ä«dhiclc« 



* '. 






vo n «iM ««W# pQait^r« Zahl bc*ia«^?et., Da» 
'er$te GH^d dieser Grösse i8t>^glpich 

Auf eine ähnUche Weise lassen sich die übr^fW 
'.GK^Aji: Jserlcgeii. ' ' -. ''; . i ,., , ' ' '^ . ' ' . ;...*' , . , 

Die Grösse (434^Xlawt sich also in 



O t •> 



Lll:(2;iy«„+«(«+,)+\a+a*)..: ^*(iV(n-^^^ 

I l . • ■ ' V »..•-• .' •. i ' , • » * ' ! 

^^ » . • • * ♦ • '^ • m » . t * • • 

verwandeln , • w'lpbea , wie Uicbt ta «ehen« jpleich 



'.. VJ 



6$. 



lt. 




MS 
en* 






,1 



*;?• J'IJ >. |m»,* 



f 4 



« I 



• ' • •'•♦,••<• 



• ■ ''» J« 



>• 



y i ( / 



♦ ' l 






( 









« 



.n 



,11— X 



— V,+x)^ = +^■7•*''• 



L/ 



^V^ Substituirt man' Dieses in den Ausdruck 
(^5.>, so Wäit man 



j \it-> «• ' 



1 > • •» 



438. >,,+ «/ = 



y.(y-i%(y-2)-(y-5) y _^(^!_^ .... 



h6' :tt. ^0. 

.1 Enbf^iAhmg Af. F«eHiJt^^m...\^ 



* I .X J 



welches der AtMdrack des L6|;tft^lfaipen •(!!, + jr^^ 
einer beliebigen facultat ist, wie^ ihd' die AbleJtun^ 
nach demi^pan^nt^n giebt. , ^ - 

Der Aiisdrttck convergirt immer y so 'lange u 
und flc posiM^ sinfd*, a^ einem äiuifi€hen;%^tfa^; 
wi^ ($• 6S*f X.)» ", > 

VL, Setzt täaiku sss t und**« =s i, wo4arch 
als0 sugleich die Bedingung; für die Convergeas 
^ ermilt wird, so crfiält man 

j, * .(y-2)(y-5) Y24S_ Cy-a).Cy-5X(y-4) Ys64S \ 
54 ^-/ , 4,4.6 \4o6o**V 

-welches der für jeden Expqüenten y gelteifde und ' 
^ copverg^fende Ausdruck einer Facul^t i«t, deren 
Basiit und Differenz, gleicfi f sirid^ und auf welche 
sich - dem Obigen zu folge , alle andre Facultü^ 
bringen lasseii» ' ., 

Vit Für y =» 1 giebt der Ausdruck (45».) ' 

wie gebcirig ^ weil die Facnltät !(ii, -f x// ' fii^ 
y ;S3 1 1 ihrer Basis u i^leich ist / ^' 






^ntwiekf^lung der Facultßten du^r/ch Verandt-^ 
V w«^ dep Differenjsßn. - ^ ^ ^^ ■ 

t Wenn ^ich dio. J^ 
(Wf + x)^> »* B. umH T^rSnd^rt) si^g^tliiMiiel^^ 



\ 
\ 



7«^ : tP. ^ 

in C«»-|-*4^>^ ah«r4.{J}«(jrf((*tet man neivdalicf» 
äAa voi X abhängig i<~»* d^rf inan'' iflif ,' am aie 
durch den alIgemeiB«i, Tajrlorschen Sata (544p ^ 
«nt-wi^eln» in dietelbe (», + x/ »tatt /* leUseii; 

' ^ »-'^ * # tf • ♦ # • *' 

wo e eine vrillkurliche Grösse ist. , 

(^' ll» «etat >aw .^ SÄ'* ii«»d * =i'*/-fed Whält 

V r 

.W^M>^' noh auch, V* #»%*« «ohre»^.^«^: ,< : .•. 
... .. .. . JC.C*-«).^.C«-CB-i)e)A". . ^>y 



X 



/' 



248 . -'Ö. .■ 7». 

* « 

Dieses ^ebt, vermöge der Gleichung^ (441O9 



..I 



..«.' 



4 t • •• ' 



444. -(«,4*/ = -^ [(«,+»4-«)''-(«^+«y^ 






Deii Logaritumen der Facaltäl''(U9-f'^^^*^'^h^lt 

fnaiv .^^rch ^ye}rän46rai^*-der Differenz j^^ vrenn 
'^ ■ 

man in den . ällg^emeiiieii Taylorschen Lehraais 

(Wf+»/ «talt/jc «eUt, welches 



» .. . / .' ,1 



.j." . 






i ■•.•1 ,■.;• • ; _i ;> ■ [• •■ '■ ■ ■ ■■■'■ •' f 



K. 



luBd-^:«:ss.0 ua4 Jb>3= ie«: 






giebU 



•.1) 






♦•'# f*'f • • ♦• • 



* • 



721 






1 



/■• 



7*- . ■ ' ' ■•' -iE.- #1^ 

dureft^P^YSnMeTiäigßifrDiffih^n. 

^T^ichiiti^ ffir die Faeültideäanftt^U^y ^ril'^^ 
drei obigeil <}i*ünd^1ßletc&tiafm^ wf Mr^l<^' Uli 
bi*eip^e^^ i;pt^^ • 

<ef VtrhältnUtn vi^ischin dtr Bask und Difftraiz du f 
M^acmtdten voratusaeUen , wie solches aus der swei« 
ten 6riin'd-6ieichaiiff (284.) deutlic'h zix seilen' ist'/ 

Diese Vierte Grund -Gleichung 9 welche aller^ 
din§^8 j ohne 'A^e . bisherifi^en di^ei; Gf u,iid - QlMcfaun- 
igen und die daraus abgeleiteten Ausdrücke feu mo- ^ 
dificiAä','''odet- ihnen äu widei^spfrechen-,^/ füil^sicii 
allfein^' aufgestellt werden t^kätün ■, weif * Äe'^ku^äfeÜ 
WsherigteÄ Ausdi-ücken *hfcht üöthig wai^; Wa' äliil \ 

für sie Völlig gleichgültiff m) ^rdö für «^ Fä^ ; 

cultMtW sein, was di» GWlchlurig ' ?'^ ^ V^* , X- 

rar die'Pot«58.tateh ist. = " ' \ ' ' ' •''^- 



. Da sie allema) so .gebildet werdeA muss , dass 
$ie deü f*all der Factoriellen' oder rationalen Fa- 

» t < 

< .* 'f • »IT i 

cultateni mit umschliesstT so 'konnte maii darauf 
wie folgt kommen» * • * ' • • r» * 

L Man schreibe die rationale Faci^tät j^r|^X"^| 
wo alsa m und 1 ganze Zahlen sind, wie fo|gt 

x(H^ocXu+(m+^)Ä).CIl+(anHO*)•('4C5ro+I>).."(4»llC{.%rf3^^I)*) 
x(u4-2x).(U'f(m-|'3)«>(v{<2iiH2}«).CufC3inf2>»)'<«>(a4-(n-t).m|.8)w) 

x(ü+(iiif-i)*).(tt+(W+m*i>).(u+(am^-i)*)..r.^ 

so ist leitiU; «K adtou , ^ d«i<>'dieselbe auö^ Al»'»c(b 









welches sieb auch,, wenn man Mrill. von Neuem 
wieder als Factoriell^n ^ oder g;Ieichs^n;i als Facto^ 
rje//en zweiter Ordnung y wie folft, schreiben läsat 

. 448; («,+*)'^ =s (<M,-f *,4.in«)*Y. 

.; I I^.^ Dies^ für FacipriiUfüi o^er rationale. .l^ciüU 
fatji^n^ also für ganz^ßahUge n^u^d nutenden Ai)a- 
drücke, kann maji iktn anf. Füculiäten' au^dehneiu 
4a|i )iii^sst> i^ci« 4^sdrußf<, (Unch ^dann gtkw fass^^ 
f^enn m und n nicht gtintzt^p $ß9idern b€lif,^Jlg^,ZßUm 
tind, . 

/ 

III. Wäre blos m und nicht nothweodiy »a« 
l^leich n eine ganze Zahl, welches der obige Fall 

de^ Ausdrücke (442 und 445.) ist, so wäjpe (»j-f^«)"^ 
ein Product von m Facultäten^ dereio Basen die Reihe 
«^fW+^f **4-2*« •••"+(''*— 0* hilden, wie (447-^ 
aber nicht mehr von m Factoriellen oder Produc- 
ta Itqtndifer^nter JFactot*en, wie (440.> 

Diese Factoren kann man nun auchwciter auf 
«hierl«! ' Basis bnn^eov' Nemlicfa y T«ita^ "der 
€«i«d-ÖI«»ichting C2630 »st ' "^ '"' "•'} ' ' 

. •■..-■■:.•.. ••••. •■■■ .f:^^'.< .Mrf:^.:..y:. ■ .;. 









,!• H 









Jl,*«. 



.!.'<";.a;;i 



(i<,+,mx) 



9 



r-ttl 



etc., aUo in X,iij.y •' - '' ''"^ 



;rtt-L '■■•••?vn<j.^ 



«— 1 



(ii»+my)".(a,+V?iAr^ ".(^4m¥) ^ ^..Uu^-^rrtx) " 



ft* 



> l > > • u> «>• 



4^ 



• ' 



(Uy+mx)^ .(u^+mx) " .-«(ii,-|-mx) 



«. • < 



jT - 



\\ 



TV. Wf nn , mfia aus diesem, . oder d^m Auf* 
Wracke (447.), auf irgend eine Weise, mit Hülfe 

der früherii7Au»ärücke, die^ ^^^^ (u,4-m*)" ent- 
wickelt und iii (tf,4:x}"^iiuil Facultfiten, dereä 
Differenz nicht mehr. m^, ^ojpdern/x ist» äiuge- 
drückt hat,' ad kaAn inan. ikladänn iä'den Ani- 

drucken (441 and MS.) die Facultäten (tt»+2«}^ 

(ii,+ 50fi^^. a»f racttltäteii wie: Oh-jr^ili ^IJB» 
Differenz nicht mehr 2«, 5« • • •#, sondern bloss 
s ist, bringen nnd< danach die Ausdrücke, (443 und 
446.) umformen. .. , . ' ' • 

Daaberdl^vUmfiorunnigen, Aifeni|stehs sudeiti 
Zwecke» den ZaUen^ff^cf^ ^n Facultaten und 



^ 



r^ 



'« 



•' 



i( 



t. - ^ 

Form der Beiheft^ .iltircl^, welchft.siie iiiisj|;«4Hic]Lt 
werden k<fnn«i) xa finden, nicht mehr we«entlicli 
' nöthig ist; weil schon oben diese Anfj^abe auf Veru 
> schiedeoe Weise ^elöset worden» soWoHen irir 
.ieTür.die*« Mal 4«hins,,t«Ut.i^;li««. 

Zusamnvensielltirig der bisherigen^ difij^ttcul^ 
t'iten be^treffendeh Ausdräöfce. 

I. Omni • Gleichun^f^n., ,. . 
455. <(«,+x)'^''=(«,+xf.(u+y*,^f^»(a«5») . 



4fiS;'" (i/^ + *)' =^ «^ (286.) T' 

12« Unmittelbare Folgerungen üue den 
Grund - Gleichungen. 



*r »*•!•* . *« I • -^ »«:* 



466. „(u.H-*)'*'' = (f.>+*)''(ji+**,r|-*/ Ä 
45ö. (I*, + ä)^ = { — > + 1 \ .«^ (39».l 



/ 



/ . 



I 



? 7S. Wl 



\ 



. / 



■ r 




^Ft^fsMi^m ife^^nfU4m^üc^, 



ItH A^lgtmtin* Txijtotsch» Entwicke-i^ 

luugi ^ FormeL ' ' r * 

463. /(x+ft)«A+4 [/(«+•)-/*] • ; 



2 

m 



/(x + (m-3)e) 



f i ' J 



(34i) 



•« 1- " • t • • • . •,■ «v -♦..•,•, • • • • ;• 



« I 



' j" 



46i. (m, -f. *)« :?c I (296.) 



:v 



\* 



^"^ 
.r"^ 



\X ,^ . / • ■ 



•• I 






Y 






« > 

For^i der Rteiheiit, jdmrc^, weIchf{,6^e,|iiisj^e4Hickt 
werden lüfnneb» i^a finden, nicht mehr wesentlich 
nöthig ist; weil schon oben diese Angabe auf Vei>« 
schiedieiie Weise ^elöset worden > soWoUeii wir 
sie für. dieses Maliiahinifti^teüt .si}ii>;^ 

ZusatnifreJÜtelltirig der bisherifen^idie.^at^ul^ 
"'■ tgtten betreffenden Ausdrucke. 

• — V ••••■ ' - I " . • 

' C :« ; .V.) 73« ) 

465. (v,4-*)'^''=(«^+»)^C«+y*.ff»f)^'(«85.) 

Im^ (^^+^' =^^ 

12. Unmittelbare Folgerungen äue den 
Gnind - Gleichungen. 






*. -F" % 



(u +x)* -'i'"'^''- HIT ^r-T:» .^ 



♦ 



t 



< 
( 



/ - 



\ 







^ T 



• -•-♦ 



t i'i ., '•7•'' 



\- \ * dtA* 1 



» . », , 









46x. C«> + «)^ 5« 1 («96.) 

46«. {Uy^^cr^ssz — — (296.) :^ 

lll/ ^^/gernein« TnjtorschB Entwicke:^ 

luugs " Formeh > / 






^f 



465. /(x+4)=/*-|-i [/(«+•)-/*] i 

— — — "5 /(x + C^-SJf) 



I 






'Die Grosse '^fx bedentf t die Oifferens m ter prd- 

iiting'von den Grösseit^ •, 

80 dass also 

•r A™ , 

/ -465. -=/« = 



. . .... +/•«. 



I ^ *^B«V *■ -* •-* -*•• 



i jr, Au$drückt für Facultilin/pfi^itht 
dürc'k f^€ränd*erUnS der' B'a i in gtfun- 
i, dtH weiden. ' .' ,/ ;: - 



oder 
Dieses Ut die Binoiidiial - Formel fSr Facoltäten. 



dleFäcultMen betreffend* Ausärüche^ 

3 ■ •■ \ 

' -- ^ • • , 

^o x wOikärlieh ist Jür x ±5 % ist 

"* ^ ' " _ • (383.) 

47fl. C«, + i)y ^ (I, + ,)>^'.« [jr + 1^.^-^,) ^ 

+^ — ^j— -.y.(>— OCy^a) • . ••J C889.) 

•» •••«■'. ' \ ■ , ' i • . • f 

Diese Ausdrücke dienen, eine Fdcultät su berecb- 
nen'9 ' iffr^enn man eine andere mit' der' ne'mlicIuMfi 
Differenz und dem Qenüicb^ £xpoi:|ente9 sphon 
^ennt* Die Ansdirücke (470 und ^jx.yconyergiTtn 
frnmer, wenn y und k positiv' sind« 



ft-O Qy-») 

■ . » u « % " ■ 






47s. 4;C^+,/-Ä+fl'[i-i£fc| , 

DicAM wt der Auadrocfc der «rjttea jfbMtur^ d^ 
Facaltat (»^°4^x)^ nach der BasU ,b g«.nomifaen. 



.^ «. 



\ 



Dietes. ifi der Ai^dniek d^ tnten Ablutung dt» na~ 
türSdun Logqiüimin 'def FacaltKt (u, +xF>' »ach der 
Basis u ^noBuncn.. . ; . 

• • • • •'%..• • • • • • • • •'• • 

. • , ' • • • - • ' 

welches ein Ausdracfc des nati^rliclien Lo^arilh- 

inen der Facultat 1[i/-t k; + if mit binomiscber Ba- 
sis ist. r Die Zahl m ist willkürlich und die mit 

A ' i 

^-- beseichneten Grössen bedeuten die DifTerenzen der 



- • r / . , 



^r^jn^^iejd^nen Qrdjiungen -von der Gr^ss^^ vorbei- 

ipher sie stellen. Z. B. die Grosse --~*(ii+>x,+x)% 

welche die übrigen, mit iimfasst^ hedeutet^ ^^eeirste 
DifTerene nter Ordnung, der Grössen 

«0 dass .also namentlich e 

llAe 

477. 






I 



TS.' H. ■ - 257 







'ei^. 



477. > + *, + */=: >, + i)^ 



Dieses ist ein anderer Ausdmck des natürlichen 
XiOgarithmen der Facultät mit binomische^ B^sis 

(u^k^^x)^. Die Grösse — ^(u 4./;^) ist die Diffc-. 
T^ikü nter Ordnung der Grössen 

•(«+>«); >+(y+0.x)i *(«+(y+2).*), >+Cy+3)*)...., 

SO äasB also ' 

47«. ~X» + ^) c=*(iH-(y+«)x V n. Y«+(y+<A-,)x) 

Für u := i niid x = 1 ist 

479. 'a4:ifc,+0'' = U+i/ 

+ '-'*-:^;-<H>-^ »(^-c.+^-g-,) 

CI7] ' 



■\ 



/ 



268 Ili 7», 

•■ \ . '\ \ 

ZaisamihenibelluTtg'äerhiiheHgont . 

Die Reihe (478O icottTeri^Pt inunert «o la^^e u ^ -m 
und u^^x positiv «iod, von welchen Bedin^n- 
gen die beiden erateQ von der Reihe (479.) erfüllt 
werden. Die Reihen dienen^ den Loj^arithmen einer 
^acultät SU berechnen^'wenn man den Logarithmten 
einer : andern Facultät, mit der nemKdien Diffe- 
rens und Basis, schoa Icennt. 
, ' ... . , 

V. Äuidrücke für Facultättn^ fvelehe dnrch 
Veränderung des Exponenten ße/unden 

werden. 

460. («,+x)r = »+^((u,+*)-iy 

• -••• ••• •••. »^a (4l6*^ 

oder 



481- Msy^=ti + ^.^Oi, + xr 



+ » „.n .7-75 (". + *) (4»70 ' 



A^ 



Die Bedeninng der Grösse -r^i^ + ^)** ^«»Jt «wsh 
an dem Ausdrucke (485«) dentlich genug. 



. » 



TS. JB. a56 







Fttr t s;? I ist 



488. («,+«)''=:»+/(», + «if-"i) 

+ ^ ' ^^^a!y^ («, +*)'~3(«,+x;»+5(ii,+*)'-.S 

' . . .,..,. (4»8.) 

J^ttr u SS I und x = i ist . • 
48S. (a, +0y = 1 -fjKCi.a— 1) 

+ ' lg ■ K i-^S>4^3>JA54riaLii2— I), ^ 



• . V . . .. ^* .f. • . ; . • .•;^ C49I.) 

Diese Ausdruck 0^ sind sammtliöh reini JEurmfcic/iml 
g«n, der Facultät (w, -|- x)^? allein sie convep-, 
^ren nicht noth wendig. Dieses ist erst insbesan- 
dere 1>ei.den Ausdrjicken des Lag^arithmett einer 
Facfultät der Jall. 

484. l(a,+.)'==^2i±2^[.£(«+^,,^ 



.] (42fO 



DiMei ict dar Aiudrack der ertten Ableitung ei 
ncr F«caltät, nach dem Exponeafen l^Moainien. 



26d / Ä 

485. 4-'(«»+*)''=-C«+J'*.+*f ' 






~\ 



,,,...» -k i • (448.) 

Dies^i^ isl Ä^ Ausdruck der ersten Ableitung. d<5s 
natürlichen Logarithmen einer tacultäl > nach dem 
Exponenten genommen. 

«& •(«, + «) = 



1 iV^^V"'^'^BB A 






oder 



*> e y.(y-») A ,»^., . y.fy-.i).0'-2) A*^ , 



WO 



488. il/„)=_*(u+(n-t)xHn-t)*(ii+(»'-a)«) 

+ {2::!Hi±)«(u+(ii-3)x).... +V 
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Fttr f< Ä » »od Äf s;= 1 i^ . . : 
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Diese Aufdrücke geben die VVerthe des nutürU- 
chen Logarithmen einer beliebigen FacaltaU 2m» 
qoiiyergii'en immer, so lange M und x positiv sind. 
Üe^ Aasdruck (489O also couVergirt unter allea . 
Umstenden^ Diesef Ausdruck vräre daher vorsüg-r 
Kch iiur Berechnüiig der Zahlen- Werthe yon Jfa- 
cultäten geschickt. Er ist auch für alle Fälle hin- 
reiciheud, weit äidi alle. FaonltäöBit , verÄd*c*st dta- 

Ausdrucks (45g.) auf die FacultSt (i,+*)^^^^* 
g;en Idssien. > . - ' . ; 

Da in (489.) ^e ma^n ^ieht Jjiur die eine ver- 
änderliche Grösse y vorkommt, so lassen sich 
auch für Facultäten b^q[uem Tabellexx bet^chjien^ 
vri^ fiiy liOgarithmen. 

i 

Kr. Ausdrücke für räcuUUttn^ petche 
aurch Veränderung d^r Differenzge* \ 

fanden werdem 

49«. (u,+x)y=(», 4.o)5'+^[(«,+oM«,+»/] 

+*-:^Tc«> + « «)''^2Cu, + e)y + («» + »)''] 
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1 * 

^/J. ri^rte Grund . GUichun^ für 

facuUättn. 

s ' m 

49*. ^ C«, +«5** 5= ((0,+ *, -t-mi)c)»\ , (4«.) 

Dieses giebt, wenn m^ nicht aber ppüiwencfg n^ 
einis ganse Zahl ist^ 



f . * . (n + Cm-^»)3(;^ +^«)* (4474 
oder 
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74. 

Dreset rinddit^ ganz aUgtmän, für jede \btlieb^€ 

* 

Sasis und Differinz und für jeden btäeblgm Exponate 
tm geltenden Ausdrücke für Facuhäten^ weicht manjm^ 

det^ wenn man in der^ eine Facultät (u>-(-^)^ beiuc}u 

• ♦ , • . • • • , 

vmdm Clodtung 

, I ■ . • • • • 

£e 6rö8$e z durch u, x. y auszudrücken sucht tsnd zu 
dem Ende eretUch u, iwtktm f, drittem x verändert^ 
flrie ee oben, gtechahe. 

Muti ka&n nun ^die^An^^e, ^iri« bc^ ^eai P64 
tMtälenr auch ninkaliran, iw«Ieh«t ^anf draii tmu 
•^«dane Ar4;en m^fgUdi ift, «ko«, «taltis Hos u^^ 



■k » 



■ < ' 



rv 



M aus X, r, « 

X au» y^ i, K , 

y aus Zf Uj %, 

sttdiw , wMehes Doch neiv» irersijiieden« Au^hlii» 
iiiid Etttwickeloagasn giriit» wMn die Ea^mdieluiif 
4«r J^iddUiteii eraeliöpfl; werd«» soll. Wir ab- 
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. !i^M€mJiißwUlkmß' der hisk^igen, . 

strdhiren für jet£t von diesen £ntwickeliuigeiiy vvl 
^reichen auck noch neue KüastgrifTe' nätbig sein 
dürften. • ' 

' * ^ - / ' • .' * 

s Wir begnügeil. uni^ für dieses Mal mitdenobi- 
gen directen Entwickelangen des Werths x einer 

Facultät Cu>-4*x)^« welches die Hauptsache ist und 
am bängsten gebraucht wird* 



^75», ',.■,. „ 
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I ' • . . ■ • 

.... . u 

Wie man sieht ; ist nun hier auf ganz allge- 
meinem Wege, ausgeführt worden, was in, einseU 
nen besondern Fällen der Aufgabe» weitlätiftig und 
schwierig , ja sum Theil unausführbar su b^vq^ 

' scheint. Auch dieser Fall zeigt also deutlich , wiö 
nützlich und nothwendig in'^dW Analysis eine inoj[*' 
ficAxt allgeniiine Behandlung der Gegenstände ist« 
Die Wiederholung dieser Bemerkung darf,' ihrer 

^ Wichtigkfii€ w<^en, mdit uftlerbleiben« JH^\^Og^' 

^ mmMt .ist «fdem^wAhFen «Wesen der Analysis . ei« 

ge^^ So ^anj;^ ,man die Aoulysis anders. beltfil^. 

f^ delt^'wird sie zurückbleiben. ZtWar pflegt mi^Ht» 

wenn man die synthetische lyietbode vertheidigt 

V und das strenge stufenweise Fortschreiten vom Be- 
sondern %um Allgemeinen, auch für den Calcul 

. w ' 

empfiehlt , gegen das Prindp , der Allgemeinheit 
tfibe^w'^ndi^ii; daWs «fs fftr einzelne, v<m allgeimet' 
den ' Ausdisiicken mitumfUsstie Fälle AukMknjim ge- 
ben könne, in Welchen 4et äUgwneine Ausdruek^ 
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minn tiiclit irre, so 4och den. Analystea von dem 
Ttditen Wege abfäbre. IHeae Behauptang .scheiiit 
unrichtige, aui^ dem Grunde , weil , vfitL» ftti' ofle 
Fälle richtig: ist, nicht für «tnssbie» unter /ensn ndr^ 
begriffine F,slU^ unrichtig sein kann. Es iSsst ' tiph 
behaupten , dass es in der ganzen Mathematik 
nicht einen einsigen Fall giebt, wo allgemeine 
SStse und Ausdrücke, yorausgesetst dass sie all- 
gemein und strenge bewiesen sind, etwas Unrich- 
tiges, oder auch' hur etwas Unnatürliches geben 
können. Es können allgemeine. 'Ausdrücke unbe^, 

stürme Resultate, .. B. ron der Farm-^, oder «, 

oder divergirepde Reihen geben , nie aber Resul^ 
täte, die, als unrichtig oder unbrauchbar, Verwor- 
fen werden müssten. Es kommt immer nur darauf 
an, dass bian die Ausdrücke, welche man findet, 
in' ihrer wahren Bedeutung nimmt, und ihnen 
nicht etwa einen Sinn beilegt, den sie nicht ha- 
ben. Stösst man auf Fälle , in welchen der allge- 
meine Calcul zweifelhafte Resultate ^ebt , so ist 
es besser y Yerdacht gegen die aufgestellte Rech- 
nung zu haben, als gegen die Analysis. Man 
Operire nur richtig , so wird sich 'schon dndehf 
dass nicht die Analysis irrte , ^ sondern der Rech- 
ner, Die Mathematik ist in der Thait irnfMUr. 
Gegen ihre^ Aussprüclie giebt es weder Einwände 
noch Zweifel, selbst wenn sie unbegreiflich wären. 
Komi^n solche Fälle yor» so sind die Resultal^^ 
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Zmammenttellung der etc* 



4er Kvast d«r Berlcitan^ Torgeeilt. Die UnTer- 
•ttndlidilteit «ine« Resultats deatet auf eine Lacke 
in den T^riiandenen .Satsen , und dann ist es bea«- 
jer^ diese Lücke ünss^fiUlen^ als das Resultat s« 
verwerfen. 
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Dritter Abschi^itt 

Bemerkungen über die Theorie 
der Winkel -Functionen. 
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er Zweek vdieaer «Bemerfcmiigen üt nicht eine 
volbtäadig« TlMorie' der Wf&kel-Fanctioiiea «il 
allen ihrw Cntwicfcelan^en» ; sandero nur 

JSrstüch, ein Versuch» den analytischen Theil die« 
#er Thepvie: fpenantir rpn dem geometrischen 
KU unterschMden und den Zusammenhiing 
beider Theile näher tia. mntersacheaj desglei- 
, chen'^die.Th^eori?) in ihrer wesentlichen Yer« 
jbinduitg mit der TheoidLe d^r Potestaten, rein , 
analytisch ' d^K^^nstellto. : . 
. Zwoims. Einige, die Winkel -Functionen be- 
treffende allgemeine Ausdrücke , welche bis 
jetst für eini^elne Fälle unrichtig , oder we- 
nigstens unbrauchbar £U sein scheinen, na- 
mentlich die Ausdrücke beliebiger Potestäten 
des' Siiltts oder Cosinus eines Winkels,, dprcfr 
die Sinus und Cosinus der vielfachen Winkel 
ausgedrückt, und umgekehrt y £u erläutern, 
und cu zeigen, dass dnch bei diesem, in der 
That scbwi^igen Gegenstande, die allgemei-!. 
nen Resultate der Analysis TÖlUg genau sind. 
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geometriscAc 



und dau' e« bot auf VoUendonf der Recb- 

nang und auf eine ,riGhti{e £rkl£nin^ der 

Ausdrücke ankommt • 

Diese Gegenttünde sind schon fflr die ElemeMte ' 
der WissrasdUift interessant Bei dem ersten iat« 
wie bekannl;, noch^ Mehreres zrt erläutern übri^, 
bei dem s weiten ist ^e wesentliche ^ nnd 2 war 
sehr ttbleL)&cke vorhandssi »' ^weil es nicht sowojil 
auf Etwas no«;^ Fehlendes, noch nicht Erfnadenes^ 
soirferti irielittebi^ nur auf richtif^s V^rsteliea roa 
Sflawn änkOtninty diSf ob{pleich seit Iknigtt 2eft 
Torlianden, denaoeb filr einaelne FfiUe maerUätv 
uca waren« i . •.; 

IHese Anssage der Existeaa ^ines Maa^^ela 
scheint eben so kühn, i^# das tJnternehiaen , ihni 
i^baubelfen/ Wir wollen die Aussage au reebtfer* 
tjfeu' suehem, und das Unternehmen 'der Abhülfe 
geben wir für üknm, Versuch , über dessen Gelin* 
gen das Resultat entscheid^ett muss. 
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BedeutUmg^ der ff^inkelf Functionen, 



Erttlich. 

Ueber die analytische, und geometrische Be- 
deutunf der Winkel ^Iß^nctionen. 

■ . ■ 77» 

GewSbnUcli pflegt man di« EigensebaflMi d«r 
Winkel» fnnctioAen aus der Qiümetrity und «^ar 
aas dem, durch ^ie Ben^euniHig TV^ojiMMir je (et- 
was genauer, Gonfo/iMtrie) beseichneten Thelle der- 
s^ben heraunefamen. Man grftndet also $Xtise -ron 
^rdssen mit analytischen Kgenscbaften , die skh 
aber die ganae Analysis fhst unabsehbar verbr^^ 
ten 9 auf ^eemetrische Begrifft , so , dass. derjenige 
Theil der Geometrie, aus welchem man sie her- 
nimmt, v€Hi^ergtkm muss, ehe: man ihrer in äer 
Analysis thellhafUg wird und mit ihrer Hülfe in 
dieser Wissensdiaft wciiter kommt. Selbst hd^ 
grange, dieser um die wahre Philosophie und 
Critik der mathematischen Wissenschaften so hoch- 
Terdiente Schriftsteller, TCrfuhr noch in dier neue- 
sten Zeit auf diese- Weise. 

Das Verfahren ist aber, wenn man dai Ver- 
hältniss der Analysis sur Geometrie näher betrach- 
tet, nicht wohl rä MlKgen. 

Dk Analym ntmlkh , strtng gmommm^ in aZ/dfä 
rdm Mathematik ^ insofern man unter reiite Mathe- 
maitik', reinr Vtmmfi « Wissenschaft ohne An- 
sehauung irerstohl. Die Geometrie besteht schon 
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.JJte 'iiMilftisch& und geom^iscAe 

' - I 

nicht ohae Amchmmg^ also iiicbt ohne Sotn/icrAey« 
Eist die Verbindung . der Analysia mit, ausser ihx* 
liegenden 3» £war ebenfalls abstracten, aber auF 
jintchauung gegründeten Begriffen ist Geometrie» 
Die Verbindung der Geometrie und der Analysia^ 

.oder letzterer und reiner Begriffe vom Raam^ . 
weiter, mit dem Begriffe von Kraft, - der in dem 
Begriffe von Geschwindigkeit Hegt, welcher vfie- 

tdenun .eine Zusammensetzung der Begriffe von 
Bauni und I.Zeit ist: mithin eine Verbindung der 
Analysis mit den eigeatbümlichen, auf Auschauuiig' 
gegründeten, also iu^ SH^xlichen liegenden Begriff 
|en von Jiaum und Ztit^ ist Mechanik, Geome- 
trie und Mechanik entstehen nur erst aus Verbiir- 
düng der Analysis mit Sätzen , die zwar allerdings 
von den individuellen Eigenschaften der Dinge ab- 
strahirt. sind und auf alle Dinge geimünMdif^üixh pa9^ 
MfHf die aber dennoch der allgemeinen Gestaltun«i 
gen des Sinqlicben, des Raums und der Zeit be- 
dürfen. \ > 

Die Analysis dagegen ist reine Vernunft-Wis- 
senschafti sie allein bedarf keiner Anscbimung* Sie 
liegt ausser dem Gebiete der Sinne und besteht, 
wenn der Ausdruck erlaubt ist, auc^ noch ausser- 
halb der Natur der sinnlichen Dinge. \ 

Eine solche Wissenschaft und ihre Reinheit 
i^t aber um so wichtiger » da sie vielleicht die et»- 
xf^e, durch sich allein bestehende, reine, abstratie 
Wissenschaft ist; denn schon, vrie gesagt» Gepme*' 
trie und Mechanik^ Physik u. s. w* kominen aas 

dem 
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Sedeuttmi^ der U^inkvt^Fumtioneäi 

dem Reiche der ^ana her und beste&eDf ohgleieh 
eie^ihre lagefithümUdieii , von der Analyais tiaab- 
hMi^gigen Prlucipien haben ^ nie|it, nvelir , - wie < iUä 
Juktiy9U,^dutch/si0k' idhi, sondern werden- nur.erei 
mit Vtnr Jlti^ £a einmn wiMenac^ftlichen .€Le> 
hSnde^ die sogenannte Metäphjräk^ oder die Ldure 
Tonti sogenannten üebersinnlichen, ist Voli^ids Wohl 
eigenüioh nur e2n)e verkappte PhysilEj die ihre Ge* 
'l^enstände im Grande init dem Masastabe dei* sina^ 
liehen Dinge misst, nnd statt erschSpIfender Defi* 
iftitionea, nur Gleichnisse und Bilder hat 

Was würde man nun • von^der !ärmgen reUicn; 
, Vet^npnfU Wissenschaft halten müssen ,, wenn man^ 
nach d^em fast allgpemeinen Verfahren der Mathe-*' 
matiher zti ttrtbeilen, {[lauben mttitate^ d^aa ünr 
Hülfe von der Geometrie 9 nnd also Hülfe, aaa 
dem Gebiete dea . Sinnlichen imehtbehrHch sei« Es 
würde fol^pen^ dass es wirklioh\ gar käne reihe. 
Vernunft •Wissenschaft gebe.' Ohne Zweifel darf 
diese Verstellnng nicht angegeben werden. Audi 
findet in der That die üneatbehrliehkeit glücket 
lichei^eise nicht Statt; d^kin man dürfte auf allen, 
jFall , am Etade nur, wo die Geometrie in der Ana- 
lysis erscheint^, 2» B. hier* bei den Winkel-Fnnctio«- 
; nen, die Sät2^, wie man sie in der Geometrie fin* 
det 9 als' LehrsStjfte oder alst Aufgaben , von aussen 
her de^ Analysis hingeben 9 so könnte man wenig» 
stens alle darauf beruhenden EntWickelungen , von 
, hier ab^ rein analytisch ausführen, ohne sich weiter 
um' die Geometrie tu beki^mmern^ sovdasa 

/ - ii8] . 
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tJdter^tü^alftUchoi u^geometrf schiff 

Aatljtii» venig^Ultfft 'auf kerne Weite von der Geo* 
melrie abtdnge im4 cim^ o/me tit mda mUir kommen 
iöhm^^ AJUieiii. auüh das Bmuhnkn alu der Geo- 

*; iMtrie ist weni^slenK fuckt amsequua, weil die Aaa^ 
lyeis der Geometrie^^ nicht diese |ener Torheri^eht, 
WBL& also did QeömiHrifli vrohl aas der Analysis» 
Hiebt aber diese afiu jenelr Sätet betnehmtn darf. 
'Sv» die Stemilntf aber und für dea Unterricht ist 
es iasbesondere wichtig , selbst den Verdacht %vk 
vermeiden )' dass 4it Analysis der Geometrie be* 
dürfe ; denn Nichts ist wohl in der Mathemätilc^ 
.aad für ihrrä Torziü^Uchstea Zweck ^ die Bildung' 
des Denkyermd^ns und der UrtheilskrafI ;- nach» 
theiliger> als Vtrmengimg der Begriffe^ welche 
durch jede^ i^enn auch nur scheinbare F^oraus» 
naimm unfehlbar ientsteht $ die Lücke ungerechnet 
^dass man, wenn man, wie von aussen, her, auf 
einmal eine fremd scheinende Aufgabe in der Ana* 
lysis antrifft, den wahren Zusammenhang dersel- 
ben mittlen eigenen Sätzen und die nothw.endigen 
^Folgen aus denselben nur i^n vollkommen oder gar 

% nicht erfahrt. ' / 



Die (Sewohnheit, die WinketFunctionra ,' als 
ein Eigenthum der Geometrie, aus dieser in die 
A,nalysrs herüber au nehmen, ist also ip. jedem 
l'alle nicht zu billigen und dem Geiste einer Wissen- 
ithafi;, welche bestimmt ist, . das Denkvermögea 
an Ordnung und Scblussrichtigkeit su gewöhnen, 
nicht angemessen* 
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Bedeutung yf^ Winkel - Ftmcbionen% 

» * 

Die Art, wie gewöhnlich das Herüberoebineii 
der Wink^l'-Functionen geschieht, ist noch weni- 
ger SU billigen. 

Gewöhnlich nemlich beweiset man aus einer 
Rreift-Figür die. Sätze ^ / 

\%xn (if-f- *) =2 5m X cot k-^-cx^t^Mk und » <. 

cos;ir Gosfc — mxAnk . ' ^ 

für zwei Wink«! x und k , iettn Summt nicht Met ' ' 
den ersten Quadranten hinausgeht.' Für grössere Win- 
kel bleibt die Formel unbemesen» Diese Fornielt nnn 
iubi*t man in die Analysis ein und gebraucht big 
für jeden beliebigen fFerth von x und k. ' Man geht ^ 

also 'offenbar von einem besBndern Falle, ohne 
weitern ^Beweis , zum Allgemeinen über. Erst in 
der /neuesten Zeit hat man sich um einen allge-- 
mejnen geometrhchen Beweis der Gleichungen (497.) ^ 
fttr jedes x und ^ bemüht, bei Welchem wohl aber 
noch lEiniges zu wünschenT übrig bleibt. ' 

Die gewöhnliche Einfuhrung der Wirikel- 
Fun<btioben in die Analysis ist also der Conseq[uenz, 
welche der Mathematik so ganz vorzüglich noth- 
wendig ist, wenig angemessen', und steht in Übeln ^ 
Widerspruche Tmit der Strenge, die man in so 
fielen andern fällen bei Beweisen und Herleitun«"' 
gen, mit Recht verlangt. Bei den Alten, die sehr - 

woh^ wussten, dass eine Mathema^k ohne die^ge-" 
banden$te Coiisequenz und Strenge keine Mathe-»' 
niattk ist, und dass gerade diese beiden Eigen- 
. seihaften ihr wahres^ inneres Wesen ausmachen. 
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Ueher dieanalytisiihe u. ßeometrtsc^ 

fiadet man Schwächen und Lückea 'solcher Art nicht 
leicht lind |>ek<anntlich wind fUe Alten, namentKcb 
£a(3id und' ArchimeB 9 in Rücksicht ^er Con^e^ 
igaens und Strenge» bis jetxt unerreichte Muster. 

Ein Versuch^ die Theorie der Winkei-Fuictio- 
nen nfiher sti erläutern und rein analytisch as,XL be- 
gründen,,, scheint also 'wenigelens nicht überfiädaig 
SU sein« 

' ! 78. 

Wir wollen mit der Untersuchung der Aiu-^ 
drücke der VVinkel-t'unctit)neA selbst anfangen, . die 
man aus der G6ometrie in die Analysis einzuführen, 
pflegt» 

. gewöhnlich sind solches die beiden Ausdrucke 
(497.) 9 ^^ welchen noch mts der Egur die Bedin. 
gungen hinsukommen^ dass «• B» sin x für jrssitjv, 
wenn n eine ganse Zahl bedeutet, verschwindet und 
cos X ßit X s=s nn gleich -f- 1 lur « =s (n -^^ 0»» 
gleich — i ist 9 welche Bedinguilgen aber vzus der 
Figur nicht ohne Schwierigkeiten genommen werden. 

. Wir wollen zunächst zeigen , dass nicht so 
viele Voraussetzungen nöthig sind , söVidern dass 
alle Eigenschaften der trigonometrischen Linien 
durch eine einizige Formel, zu welche^ man eot- 
*^eder eine der beiden obigen - (497.) y oder eine 
damit zunächst verwazidte . Formel nehmen kann, 
insofern sie aUgernein bemesen ist, ausgedrückt wer* 
den. Dieses wird sqhon für ,di€ Geomeirie niUzIich 
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Sedeutukg der Winkel- ^unetionßn* 

•ein y weil dieselbe anf diese Weise nur einen ein* 
si^en Ansdrack ftUgemein zu beweisen brauobt* ^ 

L Wir wollen sar Grund- Formel diejenij^e 
f&r^ den Cosinus des XJntcfrschiedes sw^ier Winket. 
also den Ausdruck • ' 

498« rcö*(jß— >)a=cos«cas/4"*'^^*'''J^ 
nehmen, in der»^ben aber, um schon ganz Toa 
dem Kreise su abstrahiren, und den Ausdruck, 
Ton hier ab, unabhängig von der Figiir und l^d- 
btebegriffen £u behahdeln, die durch cos und sin 
beseichnete Abhängigkeit als xioch unbekannt be- 
trachten und den Ausdifuck allgemeiner durch 

499. rtp(x—y);siq>9c<py+ixfy 

bezeichnen, unter der Vorai^ss^ung^ dass"der 
Ausdruck fttr alle mögliche Werthe von x und y 
Statt finde« JPon diesem Ausdrucke woUen mr beiveU 
wfn y ian dentibe , ohni weitere fremde Hülfe und Ne» 
bensätze^ alle trigonomarische Grund mFoitneln umfasse 
und dass diese Formdn ganz allein aue ihm abgeleitet 
werden können. ^ . 

IL Man setze m zrsy^ so erhält man 

rq>o s=; tpx* +/»*. 

Da in ^o, « und y gar juicht mehr vorkommen, 
weil sie sich aufhoben^ so kann di^^ Grösse nur^ 
noch Constanten enthalten und ist.dah^r nothwen- ^ 
iig selbst eine Cohstante. Bezeichnet man sie 
durch fl, so erhält man ^. 

600. ar =s 9ä*+/ä*. 



'*• 



r» 



^78 Hl» 

f \ • _ 

\ 

Ferner seUe man in (499.) 7^=<^> <^ 
weil yy für y, = 0, gleich i^ war> 

T^»'=i üfpx^ fxfo\ 

und da fOy, ans demselben Giiunde wie bei 

nothwendig cbenfidls eine Consta^t^ i«t, welcb 

heimsen mag^ ^''^ -^ 

.. - Ttpx ^sz awx ^hfx^ oder 

(f^ä)tp9 =s */*, oder ; 
In dieüer Gleichung hängen die Gröisen r^ a 



nicht von * ab* also ist die Grösse — r— iron jr 

unabhängig und swar^ so lange nicht Zähler und 
Nenner derselben «ugleich Null sind* Denn im 

ieti^en Falle i^t die Grösse — r— -oinbestimml und 

o 

Kann auch veränderlioh sein und also auch von x 
abhängen y^ denn sie kann alsdann x in Fac^toren 
enthalten^ die nicht zugleich mit yerschwinden* 

Die Grösse ^i— ist also entweder wirklich für jed^a 

SPjf ■ -' • 

l>eliebige «. eine* Gonstante s. B. der /Grösse m 

gleich^ oder in ' ' ^ sind Zahler und Nenner zu* . 
gleich NuU. 

jDas erste ist nicht möglich ; denn setst tnan. 

ix 4 

^L^.^sz m oder 'fxz=s mq>M^ BO erhält inanin(6M.) 

\ ' * ar " 

ar =3 »x* -^ jii*-^p«* oder 9^* t= ^^^ , für je- 



\ . 



k 



li 



70. ' fltt Ä^ 

Grösse ipx^ mcli der Yoi^YkisAkung, nicbte^d^ 
'Stant, soodem verändiertich UU ' . '» 

Es l(aniivalflO«v|r (ter nK^jbJ^^.^tatt'llpden) 

' ■* -■ 

das heisst: in (601 •) können nur Z^ähleir und KiOf 
ner sogleich Null sein. • : C' • ) • 

^ . Diesies gieM '^-^n tazh i/a^ ^^ o, «IM i^itasri^ 

oder 

5oft» a =: ^0 =: r und 6 z= /o s= o ; 

folglich in (6po.) . 

. 6o5. ©«*. +/oc* ;= r* 

wo r "wilUiürJioh ist und also nach Belieben auch 

# » ■ , .* 

gleich 1 gescHtst M^erden k^nn... Dieses ist» me 
man sieht» schon die Gleichung ^es Preises ^ die 
sich also aus der ¥orausgeset£ten Formel (4g9*) 
allgemein finden lässt. ^ 

HI. Man setjpe nun weiter iu C^gjj.) ^TT«? 
statt > 9 so erhalt man , 

oder^ wenn mün mit r mültiplicirti 

DÄcr, 'weil ry(*--j) =3 ^x^y -^fxfy ist (4f99.)' 

and weil r» — ^«« ss= /jf« iat (6o30 : 

fx^q>y:sL^xf xfy-^ ff xf (1x^^)9 oder 
604. rf(X'^y)ss/y^(py^^xfy. 
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1%^%^ ist fiMr d«i l^reia» dieb^kapnte tvigfo 
Winkel. I 



» » > 



,*vr 



f* 



I^/* Man tf^ÜMT in (4gg.) v'sä o> lo erliält 



Man 



I • 



\ 6p5. (p(— y) = 97* 

* * - f % • m mm , » »• 

Diese Xxleichang folgt auch au« (499.) Iinmittelbar^ 
wenn man « und y Terwechs^lt. Denn alsdann 
verSndert ^^^y^f^Jt seinen Werth nicht, hin- 
Regeln X— jf wechselt das Zeichen. Also; ist r tp (x^^f) 
SS r^p^ Cx--y) eder; webn man y statt x— j^ schreibt, 
'(jp;p=ä; f)(— y), wie vorhin» 

Die Gleichung (5o6.) seigt, für den Kreis, all- 
gemein^' däss der' Cosinus eines negativen Win- 
kels'dem Cosinus des nemlichen Winkels/ positiv 
genommen, gleich ist. 

» * 

V. Man sets'e in'C5o4.) x=3 0, so erhält man 

oder, weil 90 zsz r und /o == i^t (6o2;) r/(— y) 
^ssf-^rfy^ also . ' 

Diese Gleichung folgt auch wieder aus (6o4») un- 
mittelbar, wenn man x und j' vierwechselt Denn 
'] dieses gifebt r/~(5c— jr)=/jr5p^— 9>/*»r/(ap-y), 
also, weni;i matf y statt a:— y schreiM» /(—^) 

55=5^ Wj^> wi!5 vorhin. 



I ■ ' ' 

J^fidQuttmg der Win^l-FuHcliiifJHA,, 

Ke Gleichung (5o6,) £ti|^ Ar d«ii Kreis»' aUr 
MiiLeiyiy isLMs d«ir Siniu eines negativen Wkikdi 
dem negativen Sinus des nemlichen positiven Wy^- 
kels i^leich ist»' 

I 

VI. Man seUe in (499.> — y statt y , so er- 
balt man \ .- -»■ 

alsoy weil yC— >)=J9y imd/(— y)s3— /y is^ 
(5o6 und So60 ' - ' y-r 

4 

607: r^^C^f+y) =35 ^ox7)y— /Af/y. 

Dieses ist, für den Kreis, die bekannte Gleichung 

für den Gosiiius der Summe zweier Winkel. ^ 

,.. • , • ' •■ * . . 

j ^ . VU» Man setse in (5o4.) -— y statt y , so er» 
balt man 

»•f(» + y)=/*»'(— y)— 9>x/(— y)», " 

I 

also, 'weil 9(— y)=qpy und /(— y) = -*-/y ist, 
(5o5 und 5o6.) * / 

608. r/0f+y)=/*?)y4.9.x/y. 

I 

Dieses ist, für den Kreis, der bekannte Ausdruck 

für den Sinus des Summe zweier Winkel. 

•' ■ . . ' . 

Vni. Derjenige unbekannte Werth von fXf 
für welchen /x =: r ist , heisse | n , so dass 

609. fCfn) =3 r, 

so ist, vermöge (5o6.) /(— Jil)r=:— r und ver- 
inöge.(6oS.) (p(±|n)^^«: o. Denn, da allg eme^ 
fär jed^s x, 9) x^ -|r /^'' = '^^ ist, so ist auch 



/ 



(- 



N 



-a8a - ' • ■li..- j- '., , -98. 

. - 

9»(±|wy+/(±itl)* =sr*, al86, da/(±in)» 
«H'r» i»t,''^(±§ir)* + r» seV?, folgUch y'(+fÖ)» 
■aa» Ol Es ist also ■..•.• 

610. /(+ in) 5=: + r und ?>(+ «n) s=: ^. 

IX. Dieses fiebt, M^enn man in (6of.) z s^ y ' 
=5 4:|n sctat, r^(±n) = — r», also 

^ 5ii* ?p(±il^)=5 r, 
-öiid, weil all{:emein fp^* +/x* = r* ist, yC+n)^ 
+ /C±n)* = r», also. r»-f/( 4-11)» — r* uiid 

61Ö. /(±n) est), 

' Ferner erhält man , wenn man in (So?.) x ss y 
SS +n set£t, r9(Hh2n) = r*^ also 9(+an)=:r 
und das Angehörige /'(:t an) ^ wegen (6o5.), wie 
TorHh / gleich Nnll« Setst man ron Neuem in 
(607.)^ ^ = + an und y = + n, so ei*MK man 
r^j-^Sn) Ä r*i also 5p(+3H> sa — r und das 
afngebprigc/(±Sn) = 0. Fährt ma4 so fort, so 
findet man , dass fär alle gradt Zahlen , die durch 
V^n beseichnet werden können, wo alsdann li jede . 
beliebig^ ganze Zahl bedeutet, . ' 

•oi'D« 9)(Hh2nn) =3 r, 

und für jede uagräde Zähl fln-j- X, 

5^4. 9(±(a/i+i)n) s=s — r; 

desgleichen für jede grade und ungrade Zahl, ohne 

Ausnahme, 

6*5. /(±:nn) = o 

ist, wie fcs für dei^ Kreis in der Trigonometrie 
bdoinnt i^t, wenn n den haüben Umfang bedeutet; 
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/ 






X. 9fan setoe fcraer in (607 und 499*) 9 ^ 
5= +,nn und ys=|n^ «o erhält inanf -weir^ 
*>(d!^in) = o (öio.) und A±nn)ÄO (6^6.) 
y(±'/in + |nj, oder ^ i, 

616. yt ~' ' . n I 8SS o* ' 

XI. Man set^e in (5^4.)^ = dh d'm und 

J= iti^j 80 i»*f vermö§pe (610 und 6r3.) erii- 
lieh r/(4:2nn— |n)=Q — r.rsÄ— ^* und «wei- 
töÄg r/(+2nn4-|n) »= o+r.rsssr*, also 

XH. Man «etoe in <So4.) » =3 + (äti -j- 1 ) li 
lind t=if^> «o i**t vermöge (5io und 514;]' ' 
erstlich r/( + (2Ji+i)n~|i)f) s=s o— r* — r=ry 
»und r/<±(an4-i)n*f Jn)sB=a4T* — rss — I*. 
also ^ ( 

(4^47i!+3 S 

XIII. Ferner set«^ man in (499.) nc ss 27i^il 

und y «= Hh X, so erhält man r 9(2/111 ^^^O rs 

''9^^lh'^ Änd ^(af^ + x) =p jpx und, Te/inöge 

(5o5.), . 

6*9* y dkC^nH + x) = 5p», 

XlV* Man setze ^n (5og.) x ss ■+? 2»n und 
y 5= X , «o erhält man r/( 4^ a n.n -{- x ) = > + r/x, 
also ' * 

5ao. /C±Änn-|-x) = fr. 

XV. Man setze in (604.)« :5: ±(an+i^n 
und y = X, so erhält mftn r/(±(2ii-!f-i)n— x) 
fcs i+ r/x, also 



» ^' 



,N 



/ 



Ueberdie än€ilytis4;^ u* gepmettisch^ 

■ ■öai. /(±(a«+i)n-*)=/x. 

XVIp Man setze in (499.) und (5o7.) nemlich 
in TffQc±^y)z=zqixq)yl^fxfy\yzmln^ so iat, 
, weil flp(Jn) =5s o (611.) und /(Jn) == r, \ ' 

ry(«+|n)==2jrr/a:, oder 

' ' . '. - 

Auf eiBo Shnliche Weise fiüdet man 

' ' ' . '. ■ 

XVIL Schreibt man, um die Formeln , .auf 
den, Kreis angewandt, besser \in * der gewohnten 
Gestalt SU übersehen , sin statt ff cos statt 9) * 
und «r statt n, so erhält, man folgende Sammlung^, 
^on Ausdrücke|^ 

ircos {x +y) 5= cosxcos y h- «m x tiny (498, , 607.) 
{rsm(x±^y):=::sinxcosj + c6sxsiny (504., 5o8.) 

62^. «m 1* + •^^ *^* == *** (5o5.> 

> - (cos(— »)= C0S3C (5oo.) sfn( — «)=:— JtÄ»(5ö6.) 

OSO.! . /-r N 

(ccj-o = r, jmo = o (öofi.) 
• 657. coj + J» sa o, JW + §»• SS Hh r (5iO.) 
5j28« «OS ^ «r C3— r ($ii.) Ji» ^^ «• 3=3 o (6i2«) 
Sag. eis + anjTSsr (6i3.) cöj'+(2n4-0 «•==—'* (6i4,) 
V63ov jJn+nircÄo (616.) 

o3l* COJi — r — ^ y I = O (616.) 
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Bedeutung der W'inkel^Functionen^ 

" • 4 

685» ^% ± (aw«-**) = CO« X (519,) 

634, «w(+2njr+x) = jw(+ (2n+ 1 )*-;c) = tinoc (520 u. 5fl 1 .). 

Xyil. Dieses ist die voUftandij^e Sammlung 
der bekannteil trigonometrischen , auf den Sinns 
nnd Cosinns sich besiehenden Formeln, ans wel- ' 
eben,, ohne Weiteres, diejenigen für/Tangenten» 

. Secanten etc» abgeleitet werden können. Aüt dtesk 
Homuln können^ m€ man sidu, ganz allein am der dn^ 

^ fügen Grund -JRornul 

535* r cos (x'^y) = cos X co$y'\' ein x sinj^ ^ 

ohne alle weitere tiülje gefunden wirden. Daher ste* 
hen die gesammten trigonometrischen Grnnd-For- 
ineln, , sobald dieser einzige Ausdruck allgemein 
bewiesen ist, fest. 

- .79' 

Man setze nun, der Ausdruck (536.) sei auf 
' irgend eine Weise ^ geometrisch, allgemein bewie- 
sen worden, . so fragt siqh , ob sich nun vermittelst 
desselben die Grössen cos x und^s/71 Xy^ oder q>,x 
und /»selbst f in x ausdrücken lasseja; denn dieses 
gehört wesentlich zur Kenntniss der Eigenschaft 
ten der durch tt und f bezeichneten Functionen» 
Wir wollen Solches durch^die verschiedenen, oben . 
.bei den l^otestäten angewendeten Mittel versuchen« 

• Das erste bestehe darin, dass man die. Reihen 
fUr q> X und fx y der Form ^nach^ voraussetzt und 
, ditf unbestimmten Ooefficienten sucht« 



\i 



X 
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Veheft 3ie ahtdy tische «. geometrische 

' / 

X - 

L Da, alle Aasdrücke ia ($• 78.) von einander 
' abhäDgen, weil «ie alle k&A dem ergsen gefunden 
werden^ fio iat es gleich, welchen davon man itav 
' ifntwickelltng anwendet.. Es wird gut sein, deren 
»wci zu nehmen , weil zwei Abhängigkeits-Formen 
f nnd 9 zu bestimmen sind. VVir. Wollen die bei- 
den Ausdrücke 

536. r» B= yx'^-yx» (505.) 

657* »■ y (»•+•/) = 9"» py — /*/> , (S07.) 

. vräjikn. 

k 

/ • ' 

IL- Man kann, ohne die Allgemeinheit zu yer- 
/mindern, y es 771 x setzen, welches den zweiten 

'Ausdruck in r^pCi-f-m) x = ^p/xy.Cm^c)— /':c/(iii3c) 
verwandelt, wo m eine willkürliche Greise ist« 

. Da aber die Ausdrücke, Welche man sucht», anf 
keine Weise von m abhängen » weil das Verhält- 
niss zwischen x und y ganz willkürlich ist, - viel- 
mehr die nemlichen bleiben müssen ^ . vras auch rtt 
sein mag, so kann man im Voraus dem m ^^ill. 
kürlich cineÄ bequemen Werth z. B. den Werth 1 ge- 
ben. Hiedurcfa gehen die Ausdrücke (536 und 537.) in 

' 658. r* = yflc»4./x* und 

539. *'9)(2ä;) =3 (px^fx* 

\ «ber und es kommt: nur darauf an^ hieraus tfx 
i|nd /x in x zu finden« 

in. Da ^x :ssi r »nd /x =5 o ist^ für x csx p 
(6os.), so muss, wenn man für f>x und/x Jleihen 
mit den vf^richiedenen ratfonalen Putestäten von 
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Bbdeutnug der l^inkel" Functionen* 

X voraussetzt» diejenige ^ fiir px nothwendif das 
Glied r, ohne Xy und die Reibe für /;ir kein Glied 
ohnQ X enthalten. ^ 

Da ferner* /x das Zeichen nicht iv'echselt, 
wenn man — x statt + x setzt (6o50 , wohl aber 
/x (606.), welches, wenn man —jr. statt -j-* ««tzt, 
gerade den entgegengesetzten Werth annnimmt, so 
kann (px nur Potestäten von x 'mit graden^ fx niir 
Potestäten von x mit ungraden Exponenten ent- 
halten. .- 
, Man kann also nur setzen: 

64l. /x =aax+ **' -4- ex« -|- dx'.... 

ly» Sübstituirt man diese beiden vorausge- 
setzten Reihen - Werthö von ^x und /^ in d^d 
.Ausdrucke (&38 und SSgO^ ^o erhält man 
642. r*=r»4-ftrax*+2r/Jx*-}-2ryx^-j-arJ**.... 

/ +a*«j*M-2a/Jx^4-2ay^'^- 

-}-a*x*-|-2aix*4"^^P^*4"2fl«^3L*.,.. 

+ 2J*X*+2*C««.... 



und " 

643. r*4^«rx*-|-i6/?rjc^4.64yrx«+i256*rx».M. 
5=5r*-|-«rax*-|- 2rßx^ -|- aryx* -^'2 rix*,... 

+ «* x^ +2«/?*^ + 2ay«v® 

+ /»"*• 
^ — a^ X* —aalfx^ -r 2,0 c** — nadx*.... 

*- 4* x^ — B i c X« .... 



•••• 
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Ueber die anafy tische «♦ geometrischä 

V. Daran« folgt 



, ar^+a* Tf-Äa* ;=3 10, ^ 

ftra 4" ^* = <>i 

a64r^— aay— /?• + öß^ 4".^*^ =^ ^i «tc. 
welches 



arV*^ 2-3.4r»' ' 2.3.4.ö.6r» 



• • 



n, ' *-- 



fl' a' 



^ 2.3 r*' 2.3.4.6 r*' •• ' 



VL Man erhält aUo 



^ \ 2 r*/ 2.3.4 r* 2.3.4.0.6 r* y 

-.- / * A fl^ Ä^ , a* X* 11« x'' \ 

^ \r 2.3 r«^ 2.5.4,6 r« 2.3....7 rV V 

. .YDi. JDer Coeffident ä bleibt unbestimmt. Da di^ 
'Reihen überall nuip eine nnd dieselbe Abmessung, 
haben können^ so folgt zwar, dass der uiibesiimmt 

bleibende Goefficient a nnr eine absolute Zahl sein 

• / 

kann. fVdche Zahl er aber sei, giebt die bishe- 
rige Entwickelang nicht. Die ^Re^he (646») zeigt 
blo^s, dass man den Coefficienten ä erhält, wenn 
man f^ darqh x dividirt^ und in den Quotienten 
X =s o setzt; deqn es ist ^ 

■ 546. 









ten Grösse, von der Form — betrage ^ bleibt un- 
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Bedeutung der W^ihhl- Functionen. 

welches für x = o 

647. i^=a 
o 

giebt Wieviel aber der Werth. dieser anbestimin* 

on der Form - 
beantwortet. 

VIII. Die GrSsseHv tp9e und fx konnten also 
auf diesem Wege aus den obigen Fonqeln nicht* 
voÜiiUnd^ entwickelt werden. 

.80. 

Auf einem andern Wege der Ent^ckelang 
von^jc und fx durch die jlbküungs ^ Operation er- 
hält man Folgendes. 

L Man setze x-f-ik ^tatt x^ so geht ^jc in 
f (^ + *) iwid /* in /(* + *) über. Dieses giebt^ 
auf die bekannte Weise, 

648. -^p«? =an-ijji- JL-and ^j? —-LL-l^l-i-.^ für ft aa. . 

ff • 

. II. Nun ist 

also erhält man 

. i.yT=:2f2*ZV^=22i, fflr A = o und 

f'93 
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2go ^ n*» yno!» 

Uober die anatytüche u, geometrisck» 

x'^ rk 

oder 

(i.,^ ^Sl^Pt^-f^, Mrk = o und 

• IIL Nun i«t , wenn man in (607,) xaifask 
»etat, r 9 (ai) 3= ?P **—/*", nnd vr«U, vermöge 

ry(2fc) == r»— a/üt*, alao (95(2 ä) — Or ;?= «/*% 
oder, i statt st,^ gesetst, - 

ferner ,ist ans (606.)» venu man x aa )r =s |fe 
»et»t, r/fe == 2/(ik).9(it), oder 

65 1». fk = ' ■ ' ' ' ' - ■ % 

•^ - ' - r ^ * 

V 

Substilüirt man die Ausdruck« (660 und 55i.> 
iß (549.), so erhält man 

.<* „. -«/«*)' 0^^-°/ ^ '/<S^^ V Cf ^) f^^ . - 

«>^ / X SS I M < ■ % / ' ' ' > I^ttT K •— • o>. 

«der . ' 



553. 
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553. 
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Bedeutung der Winkel- Fumt'ionem 

. ^ ' ' ' ' 

' ly^ Nun iMlik = mvktso (5o2.>, als6 
auch fi^k) =± 0, fSr A ds o. Setzt man Dieses in , 
(fiSs.) fio erhält niai;i 

"welches die Ati«drtcke der'^crsten Ableitungen, der 
iQrfissen f x und fpx sind, wobei aber der Werth 

der Grösse •— für ^ =: o noch unbekannt isL 

y. Mä^ setze , der KürÄ« wegen , die Grösse 
Y» fltr t =±: o, also, wie in (647.), die Grösse 

/o 

<_ SS a, 

so i«t '^ 

Man erhält also für die «weite Ableitung ^, 

u« s« w* 

VL Dieses giebt, vermöge des Taylwaiohen 
Lehrsatzes! 

566. /(x+*)=:A+fei./^^:»!j.^,.... ' 



• -w 
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Ucher die uncdy bische u geometrische 1 

Setsl man hierin ip =r o , so erhält man,' weil) töx 
X SS o 9 /» CS o und 9 x = r ist (602.) 



• • • • 



9 
od«r, ^enn^mao x gtatl fc schreibt; 

569. 9»« -'(»-7ä 75+53:4.71. ...J 

660. /* = arQ-^— .^+~^.~....^ 

Dieses stimmt gani& mit (544) und (64S.) überein^ 
allein der Ck>efficient a wird auch hier nicht ge« 
funden, und folglich ist die Entwickelang auch auf 
diesem Wege nicht voIhtänJUg m$^ch. 

.81. 

Man kann auch die ersten Ablte|tangen von 
^x nnd Y*x wie in ($. 3o«etc.) finden« 

I. Vermöge (499 und 5o^.) nemHch ist 

U^^{x—y) = v^qiy-^fxfy und 

n. Man set^e in die erste Gleichung x -f* ^ 
sUtt^ und y 4- JlJrtatt J'^ so erhält dian» 



dl) 



m. 
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Bedeutung der WinkeWFunetioneru 



idsdann V^C» — y) uBTerSndert da* Nenüiobe 
/ bleibt, 

r 
91* »> + A/y = 9» »y,y 4: /"»/>' 

+fc (9 i — yj^+Z^ — ?)X+/r — jfy+^ — /x) 



* • » • • 



welches fär den Coeffidenten von ft. 

> 

66fi. » X — 9> + yy — y X +/x y/y +/> — /x ä o 

giebt. 

/IIL Man setoe in die zweite Gleichung X't"^ 
statt X nnd y^^k statt 7 9 so erhält man^ weil 
r9)(x-{->) anyerändert das Nemliche bleibt^ 

oder , , 

^ix^jy— /x/j» tB fl>xy>— /x/y 

+\9y—9^—9»jvy +/» yÜ—tf ~J*J 

r 

welches für den Goefficienten Von ky 

565. VJ^ — V^'-r^ — 9iyf /« vA— /^tA '^ ^ 



y 
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Ußbefdie analytische u» geometrisch 

IV. Man addire und «ublrabii!« dieGl^idhnuU 
gen (562 und 56$.), so erhält ^man 

,yy— VX+/X -i/y Ä o und 
V y -^ 

WOBatLS . , 

jh —9« -yy — /^ 

• 565» ^' « ■CS'— " j ■ "Uiid V ' " " *^ <^- > ' ■ '■ 

folgt. / 

V. Da die Grössen ^ und y, nach der Vor-,- 
aussetaung, gänslich von einander unabhanj^ 
sein sollen, so folgt aus den Gleichungen (563«) 
dass nothwendig 

d . d 

>* —fj — yx 

666. ^ «= — .^? — c=C>nsl=;c 

' ' — / y 

Ipein «uss > W6il »sonst, wenn sich c» B. in ■ ? , y 

■ / - ■ -d • « 

' — yx 

X 

veränderte, ohne dftss urich eug^eicfh in r^^ -u " -^ " iX 

d y d' • . .. , 

Trfy -95 . 

ändert, die Gleichung -i— • ss -r-— r — nicht mehr 
Statt finden konnte. ,'' . . 

VI. Man erbalt aUo ^ 

567. — y X =s — c^ X und — /x sa + c/i:. 

- ' X j X 

.'■■<■ - ■ ' ■ ■ 






Bedeutung der W^inh^l-Func^ionfiTh 

PiMea find swar beitimmte Ansdrüci^e der erstell 
Ableitungen voii 9X und/x, die im Wesentlichen 
mit den Ausdrücken (654«) übereinstimmen f atMin 
die CkiBitante^ welche sie enthalten^ bleibt: ab^r« 
^als unbestiiiunt und daher können auch attf die- 
sem^ Wege «die Crossen y z ivid f\ in x nicht fVfU- 
mändig entwickelt werden. 

\ 

Es könnte zwar noch scheinen , dass es 9 weil 
man %V9A gana entwickelte Gleichungen (544 und 
545.) hat 9 die beide die Constante, a enthalten 
und' ausserdem weiss, dass, wenn in fx. ss r^ ^ 
X 3= §«• gesetzt wird, zugleich f^x ss o ist (5io«) 

^ möglich sei, aus jenen swei Oleichnngen die Con- 
stante a su finden, indem man ^ar die unbestimmte 
Grösse \w weg^schafien dürfe, um eine Gleichung 
SU haben, die nur a, i und absolute Zahlen ent- 
Jiält, und auji. welcher sich also a finden la^e^ 
indesscUi ,i^t leicht zu sengen , däss ^ifs auf diese ^ 
Weise entstehende Gleichung mii 1I9. in Besiel^unj; 

^ auf diese Grösse,* identisch ist und sie also eben- 1 
falls nicht gi^ht. 

jSetst man nemlich in (544 und 545) x s= l^r, . 

■ 

•0 «rbält mui ' . - 






and 
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Uebet die analytisch u^geömefrisc^ 

r 
oder 

Diese beiden Oleichiingen können nur ^sdrücke 

der Grösse — in absoluten Zahlen geben, die noth* 

wendig idei^sch die nemliclien sein müssen ^ also 
findet man nicht a in absoluten Zahlen, sondera 

— und folglich bleibt a dennoch anbekaunt4 v w^il 



nnf>ekattnt ist« 



83. 



Die Grosse a (544 und 645.) ist also aus der 
vorausgesetzten Gleichung (49^0 nemÜch aus, 

6^9. r cc% (x— y) SS (^ös X 1:0s y -4* tixin sin y 

allein^ aus welcher alles Bisherige entwickelt wurde, 
auf keine Weise su finden^ .welches auch seinen 
bestimmten Grund hat. 

Durch die Gleichung (66q.) wird nemlich £war 
ein Verhältniss swischen den Grössen gtx unäfXf 
und sogar gewissermaassen zwischen q>Xj fx «nd 
% Yorausgesetsty nicht aber wird Yorausgeset&t, 
das8 X cten Bogen gmer Cwrve bedeuten BoUy dessen zom 
gehdrige Coördinaien q>x uui fx eind. piesesw^i^ 
Voraussetsung ist, wie sich bald aeigen wird» eine/ 
£weite analytische Bedingung fiir 4fts VerhitUnise 



] 
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Sedßutang der Tf^inkel'FunctioniBni, 

m 
/ 

swischen den fuiictioaen tpXffx und ihrem £le- 
meiite x , weldie bis jetet 'nicht vorgeschrieb^a 
war. Hoher kommt Uy dats dU Gröue a imhstimmt 
hütb. 

Nimmt man diese sweite Bedingung £n Hülfe» 
BO findet sich a sogleich* 

Gewöhnlich bringt man dieselbe durch den 
Archimedischen .Sat£^ dass die Sehne allemal kür* 
%et^ die Tangente allemal länger als der sugehö- 
rige Bogen eines' Kreises ist, welches ein pein ge^* 
metrischer Sats ist, der nur aus der Figur ge- 
nommen werden kai^n, in Rechnung. 

Aus diesem Satse folgt, wie leicht ra sehen, 
dass 

670. sinx, oder/k<» u« funj^x, oder -^— , oder'V^' 

ist* • 

Dieses giebt 

6jri. ^<iundr.^>^f)X, oder-^>25. 

Die beiden' Grensen für *^ sind also 1 und — • 

X r ' 

Für X s= eist aber 9X g/efcA r (602.) > also 

fallen für « s= o die beiden Grenzen zusammen 

und sind beide gleich 1, daher ist' nothwendig 

' ^ 67a. ''— =s I. 

' o 

Diese Grösse ^— war der . gesuchte Coefficient a 

(647«, 6S4.), also ist diesejr Coeffident 
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f 

Ueberdie analytische u. geotneltrischB 

wodurch nuiimelir die Ausdrücke tou ^x uud/x 
ia 1644 und 545.) oder in (SSg und 56oO roUstan' 
d{g {gemacht sind. Man erhalt 
y 574* 9>'9 oder auch 

670* /*<y9 oder auch 

• _^ /^x 1 Af* , I X* X '. 

Vr. 2.3 r» •^2.5.4.6 r« y » 

80 lassen sich die Ausdrücke der Grössen tp» ^ 
und /x/.und folglich die Eigen «chaften derselbea 
voViMitinäg " finden \ allein es ist dazu , auf diexe 
Weise, durchaus eiu zweiter geometrischer Satz * - 
nothig. ^ 

84» 

Man sieht hieraus, dass man, wenn man die . 

» 

Funcdanen *cef x und «n x aus der Geometrie her- . ' 
nimii^t, nicht genug, dass das Verfahre;» selbst 
unpassend und inconseqnent ist, auch noch oben- 
>drein in Schwierigkeiten und Weitläüftigkeiten^e- 
räth , die nicht geringe sind , . weil die geometri- 
sehen Beweise der Sätse, in ihrer allgemeinen 
Gestalt, Schwierigkeiten haben. ^ 

Man muss nemlich erst geometrisch die -vor* 
ausgesetKte Gleichukig (4g80 beweisen , und swar, 
^wenn man strenge verfahren will» gontL aUgemein, 
für jeden möglichen Werth von x und y$ welches- 
nicht geringe Se]bwi^gkeiten hat, wenigstens ^ne 

Weitläiiftigkeiten schwerlich möglich sein>d&i^e* 

' >, • ' - 

: . 

/ ' ' . 



\ 
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Bedeutung der Winkel^ FunctidHeri. 

5odann aber mna« man abendr^in des ArchiiBedir 
•ohen.Sato Yon Sehne, Bo^en und TaAgente ha- 
ben, und die Anwendung dieses Satses ist hier 
um fl|0 unpassender, weil es eine Anwendunj^ anf / 
einen eini&elnen Fall ist, die sich bei jeder anderm 
Cnnre wiederholt » was aber Vermieden werden 
kann , weil sich vielmehr , mittelst des Arcbimedi- 
sehen Satsea, unmittelbar das Verhältniss d.er er- 
sten > Ableitung , ^icht bloss eines Kreis -l^ogens, 
sonderä jedes beliebigen Curven - Bögens zu ihren 
Coordinaten' ausdrücken lässt* 'Das Verfahren ist» 
«Iso aitf alle Weise nicht Angemessen. 

„ 85.- 

Besser schon verfShrt man. im Fall man, die 
Grossen cos x und sin x aus der Geometrie her- 
nehmen will, nvie folgt. 

Die Angabe ist nemlich, genauer be$tinmiiy fol- ' 

gende* • 

. Es ist ein Kreis gegeben, dessen Halbmesser 
durch r und dessen JSosen, vom Durchschnitte des 
tTmfanges mit demjenigen Durchmesser, welcher 
jHir Abcissen*Axe genommen wird, angerechnet, 
durch X bezeichnet werden« JDic Coordinaten des 
En^unaer dieses Bogens werden ak Fimctionet^ des 
Bogen» betrachtet und durch <os x und iStit x .bn^ 
-seithnet. ' Man toll eos x und sin x durch ximi- 
drücken. 

Sobald dieses vollständig geschehen, müssen 
sich rückwärts alle Verhältnisse, zwischen cos x, 
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üeher die analytische u, geometrische 

t Jtn X nnd x , also auch die Gleichang^ (^^0 luid 
Alles Mf€i$ daraus folg^ von selbsi .j^eben, und es 
ist dann weiter kein geometrischer Beweis dieser 
iSIeichung; oder eine sonstige geometrische Herlei- 
tung der Eigenschaften , des Kreises nöthig. 

I. Da die Summe der Quadrate der Coordi- 
^ , naten^ für jeden Punct des ümfanges, den Eigen- 
schaften des Kreises eu Folge , dem Quadrate des 
Halbmessers gleich ist^ so ist allgemein 

; 576. cos X* + sin x* ss r*. 

^' Dieses ist die, ersre^ aus der geometristhefi "Eigen- 
schaft des Kreises hergenommene Omnd^ oder Be^ 
gtimnmngs '^ GIdchung. 

I IL Ferner lässt sich, behanntliqh, mit Hülfe 
des Archimedischen Satzes: dass jeder Curven- 
Bogen länger ist als seine JSiBhne, und ^Lürzer als 
seine Tangente, allgemein^ nicht bloss für den 
^ Kreis, sondern für jede beliebige Curve seigen^ 
dass, wenn s. B. u und v die Cobrdinaten einer 
^ solchen beliebigen Curve und x den zugehörigen 
Bogen bezeichnen» ^ 
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577 

ist Nun wird in deir Ableitnngs- (Differential*) 
Rechnung allgemein gezeigt, diiss, für jede belie« 
ige Abhängigkeit von Grössen, 

^ ^ d d ^ d d d 

D78« — X — us=:i und — v — us= — v ^ 



I ■ • 

Bedeutung der Winkel- Functionen. 

d 

d ' d — ^ 

ist. JBieses giebt — jrss --— und— ^^=--7— - Snb- 

o u a II ä 

— u — u 

X X 

i • 
, stitoirt man Solches ia (577.)» «o erhält man 

XX # 

679. — ll*+— V*2=3 I. 

In dem ^gegenwärtigen Fälle war u rsx cosx und 
v;=ismii^ also ist allgemein^ für jede Carve, folg- 
lich auch für den Kreis^ 

680. — COST^'i' — rf/lX* CS 1. 
X ' X 

Dieses ist die zweite aus der geometrischen Eigen* 
Schaft der Cnnren überhaupt (die also auch dem 
Kreise eigen sind) hergenommene Grund'^ oder Be» 
stimmungS" Gleichung» 

III* Diese beiden Grund » oder Bestimmmtgs^^ 
Oleichmtgen 

, ' 581. cos X* -|r sin x* == r* und 

58a« — ^s X* -I sin X* s=: i 

* 

sind hinreichend, um die Grössen cos x und sfnx 
^ in X vollständig zu entwickeln. 

lY. Man setze nemlich, wie in ($• 7g«. DL) 
'^ ^ <^en y dort über die nothwendige Form der Reihen 
angestellten Betrachtungen su Folge,, 
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üeberdie analytische u.'geomatrUchi 

^j |co«x=:r+«x*4-/Jx*+yx«.... 

\{«n x=aax'4-**' -^ '*'•♦••» 
•o ferhält mau 

684. C 

■ * 

V. Sab^tuii:t man diese Ausdrücke in (58t 

und 682.) > «o «rhält man , 

585. r»ssr* + 2arx* + 2/Jrx*+ayrx* + Ä^rx».... '. 

+ a* x^+aa/?x^ + 2ayx^.... 

4- a* X* + 2fltx* + i?acx* + aodx*.f.* 

+ ja x*+«&cx>..,. 

und 

586. X = 4fifc*x* + i6a/?x* + 24ayx^ +52a*x«.,.. 

+ i6/S»x«+48/?yx«.-.. 

+ gi* X* +3o4cx^+42idx*...^ . 

+ ä5 c* x*„.. 

VI. Aus diesen Gleichungen folgt 
(attr+fl*=Ä«f 2^''+a»+2flÄ=30, 2yr+aa/?+2ac+5* =30 etc. 

587- ^^a Ä 1, 4a* + 6afc=:o, i6a/J+ loac + gi* = o ^tc' 

^ Dieses giebt 

0=1, 0';== — — > / 



« » 






1 



^ < ni. S03 

Bißdeutüng der, Winkel- Functionen* 

hlto erliSlt man, vermdg« (^83.)> 



*0,x = r-- + 



• X* X' . 

2.3.4 r*"* 2.3.4.5.6 r« "^^^^ 



X 



t 



•der 

j \ 2 r* ^•3,4 r* 2.3.4«5.6 r* y 

T /'x 1 x' 1 x^ N 

VII» DiesejB sind vollständige Ausdrücke Toa 
cos X und sin x in x. und r. in welchen Nichts 
mehr unbestimmt^ und durch welche alsjo die Auf- 
gäbe vollständig gelöset ist. 

Dass daraus die Gleichung (498 ) ^nd folglich 
aU9 mögliche trigonometrische Eormeln, ohne wei- 
tere Hülfs)9ät&e y hergeleitet werden können y wer-* 
den* wir in der Folge sehen. Die Auflösu^ig der 
Angabe kann also auf diese Weijse wenigstens 
vereinfacht und auf einen regelmässigen'^ elemen« 
tarea und .verständlichen Gang gebracht werden^ 
hn welchem man deutlich sieht, woher die Aus*- 
4rücke . kommen und wohin sie führen. Indessen 
hat die Auflösung immer noch den Mangel , d«5s 
W aus dir Geometnc anhebt und in der yinalyds endißt ^ 
statt dass es, dem Obigen m Fölge> , umgekehrt 
sein sollte* ~ 

Wir geben daher nunmehr diese Art der An& 
tösung von hier ab ganxi auf ^ und wollen au^* 
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III. 



BS' 



Ueber äie aiiahft* u. geoTnetrisci^ etc^ 

\ ■.;■.• 

einanderseUen , wie der Gegenstand ^ der Natur 
der Sache und der Wissenschfäft giemäss, statt aus 
der Oeomarit aus der Analjsis genommen , t und 
rückwärts von dieser der ; Geometrie sugefährt 
werden könne, oder, richtiger, nicht zugeführt 
werden könne, sondern zugeführt werden müsse; 
Es wii*d sich zeigen , dass die- Grössen 9) x Und fx 
nicht mÜkürlUh^ sondern nothwendig aus der Analy^ 
sis und zwar aus den Potestäten entspringen, und 
dass der Keim des Gegenstandes keihesweges in 
der Geometrie^ sondern msentlkh in der Analysis 

liegt. 

'. ■ . ■ 

Wir haben oben bei der Theorie der PotestSten 
und Facultäten der Winkel-Functionen noch kaum 
erwähnt , obgleich sie auch nach den gewöhnli^ 
chcn, mit geometrischen Sätzen vermischten An«* 
sichten, mit Potest&ten ui>d Logarithmen nahe ver- 
wandt sind» Dieses ist absichtlich geschehen , weil 
die obigen Entwickelungen, zu ihrem Zwecke der 
Winkel-Functionen nicht h^dürftn und diese er^t auf 
jtne folgen, nicht umgekehru Die Theorie der Pote- 
st&ten besteht, wie man oben sähe, rein für sichj- 
die Theorie der Winkel- Functionen ist nur eine 
notfnvendige Folge daraus , gleichsam ihre erste -rfn- 
wenSir^y die dann wieder, rückwärts^ die Theo- 
rie der Poteatäteii vervoilständigt 
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Analytische Herleitung der fPlnkeh 
♦ Functionen. 

Wie bekannt 9 ffiebt e« swei wesentlich toq. 

einander verBcbiedene Arten, von Grössen ^ mögliche 

nnd unmöfßche^ oder rec/Ze und imaginöire, Sie sind 

' deshalb wesentlich von einander verschieden'^ weil' 

eine Art nicht auf die andere {gebracht, das faeisst, 

y der Wet*th einer unmögliche^ Gr({sse ^ auf keine 
Weise durch mögliche Grössen ausgedrückt wer«^ 
den kann^ und umgekehrt. Die analytische Theo- 
rie muss also naihi^endig überall , wo sie yoUstän« 
dig sein soll, untersuchen, was ihre Sät2^ für die 
b'ddm Arten von Grössen geben. Sie würde un» 
-vollständig sein und nur die Hälfte ihres Umfan« 
ges haben , wenn sie bips bei der einen Art ste- 
hen bliebe. ^£s ist also auch bei den Potestäteu 

^ noth wendig, zu untersuchen ^ was sie giebt, wenn 
unmögliche Grössen in Rechnung kommeur 
» . . > 

87. 

« 

Die Grössen-Verbindung, aus welcher die ge-> 
a^oiimte Theorie der Potestäten, Logarithmen und 
ExponentiaU Grössen hergenommen wurde # war 
diejenige^ welche die Gleichung 

unUr den B«dia^nfen beceichaet, d««* 

- ^ £30] 
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Analftisehc- Herleitung 

i 

(u^^/ss t^^ and 
i/ s=: 1 för 7 =3 o 

isU Efl fra^ sieh nnii^ was der Ansdmck iiZ;=s z^ 
unter diesen Bedingongen , mit seinen, anf letz* 
teren {gegründeten allgemeinen Entw^ck^I^uigen 
giebt, wenn unter den in Rechnung kommenden . 
Grössen imaginaire Grössen sind. 

Offenbar kann Ton den drei Grössen u^yp z 
nie dne allan unmc^fich sein , weil eine umög- 
liehe Grösse* nie reellen Grössen gleich ist. Es 
müssen nothwendig £wei von den drei Grössen Uj 
Jf ^ zugldch imaginair sein, damit sich die imfgi- 
nairen Theile in der 'Gleichung möglicher Weise 
aufheben können» 

Es sind also drei FiBe möglich, nemlicfi : 

u und z können unmögBch sein und y reell, 
t y und u können umöglich ^ein und z reell» 
z und r können unmöglich sein und u reell, 

Der dritte Fall führt, wie sich zeigen wird, auf 
die Wiilkel - Functionen. Die beiden ersten Velr«- 
dienen eine eigene Untersuchung, teelche wii" iiber . 
hier^ wo es insbesondere nur auf die Winkel* * 
Functionen ankommt, bei Seit^ setzen. 

, Es fragt sich also insbesondere , was die Glei« 
chung u^ S3 i unter 4en obigen Bedingungen in iäufm 




der Winkel -FunctiöiMHt 

t 

Falle giebt, wenn y und. s «nmösficA« Grasten 
rind. ; 

88. 

Alle nnmojfliche Grfissetif ohne Ausnahme, las- 
v^ sen sich, wie bekannt, auf 

bringen und «war nicht sowohl auf + V — 1 oder 
— >V^ — I allein^ sondern notbwendig aÄf die bei« 
dWi Grössen + V — I und — V" — 1 zugkich^ weil 
die Grinse *^x ;uvei. Wurzeln zugleich hat,' von 
welchen keine iK>r der andern etwa vorsugsweis^ 
Statt findet,, sondern die immer beide iugleioh, 
existiren. Man 4arf deshalb die Grössen -f- /^«p-i- 
. und — 'TT*— X auch nie trennen« Wir wollen diese 
unzertrennlichen Grössen 4r V"— 1 und — TfT — i 
uaqh dem Beispiele mehrerer. Schriftsteller^ der 
Kürze wegen^ und ^war beide zugleich, durch deü 
einen Buchstaben t bezeichnen, so dass ^ 

690. i =5 ± Y"-^ X 

* ■ 

«ist« Es ist alsdann 

591. i* srs —1 , i* =^i, i* = +1 , i« SS +1 etc. 
und wenn — i vorkommt, so bedeutet solches 
69a. — isÄ^pv^— t und es iat 

. 693.(-0»=~>,(-0»=f,(-i)*=+i,C-iy'=-i«t«. 

Dieses vorausgeschickt, so vürd die Aufgabe voll- 
aländig ai;^gedrückt^^ wenn man in vJ sss % 



3o8 ^* **• 

Jitülytiscke Herleiiuag 

«et£l tind «uclit, was alsdann z ist, so also, das« 
mäDv wenn der entstehende Werth von z einen 
A^enblick durch Z bezeichnet wird, die Gleichung 

erhält , welch*? unter den obigen Bedingungen an- 
tersucbt werden muss« 

Da tinter diesen Bedingungen ^e oben ge- 
fundcnen in ($. fid-) zusammen gestellten Entwicke- 
liingen garit allgemdn für jeden ieUeiigen JPFmh 4er 
Crösstn u^y und z 8^^^^% so gelten sie auch wenn 
liian i iy statte setzt, das hcisst, die Entwicke* 
lungen entsprechen, den Bedingungen auch m dk^ 

mm Fälle* * 

• Maa kann also die Grösse u- «. B* »«ch 
Maassgabe der Reihe . , 

entwickelo, iudcm man in dieselbe «^^^»Utt y setet. 
Die8«s giebt ' 



,596. «-^'««-v.'""T*"'+ä-'"'"'"53:4 
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der Winkel 'Functionen^ 

oder • t 

696. «ttr=:._^.V4.^.V-...:. 

. \.' 2.* '^a.5.4.5 / 

oder, zusammen ausgedrückt, 

698. ü-'!s=i— ^ai»+-^.*ii*-.... 
^^ . 2 ^2.5.4 

Man sieht Iiieraus^ dass die entwickelte Grosse j 

+iy 

vr oder Z allem^ ans zwei Tbeileii besteht, ei- 
nem mögKchen und einem tinmöglichen y tend dass 
folglich 

599* Z darch P + iQf oder 

*. _ « 

^ ^ 600. 2r durch g>j ^ijy 

bezeichnet werden kann , wo 

601, ( % % 

ist. 

Es ist also aU^«mein 



\, 
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Analytische Herleituttg . 

und e» kommt nun weiter auf die etwaige Bedeisu 
tung^er Grö«Ben yy und Jy an, derea Ausdrück« 
l^ans in reelle Grössen cntyrickelt sind (6oi.)« 
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90» 

!• Äu» (€d2.) folgt, wenn man di6 beidea 

IGleidmftgen addirft uiid subtrahirt und durqh a 

. • • ^, 

und 21 dividirt. 




21 

Dieses giebt^ wenn man quadrirt, 



.(/> = -4 — » 

weil (2 !>*-== —4 ist (691.), und weon man diese 
beiden Gleichungen addirt, 

606. yy* +//* :^ !• 

II. Ferner erhSIt man, wenn man von beiden ^ 
Gleichungen (703!) die .ersten Ableitungen nimmit) - 
vermöge der Gleichungen (188 und iii3.)» 



y '^ 91 . , 
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99. .l^. ijii 

der tf^inhel' Functiontn* 

oder, wenn man dk frate Gleichung rechterhand,^ 
oben 6nd unten mit i multiplicirt, die zweite aben 
und unten mit i dividirt, weil i* sa — i ist (Sgi*) 




woraus auch^ wie man sieht » vermöge (6oS0 folgte 

dass 

« 

IIL ••ßnadrirt man wieder ditse Cileidiungeii 
und addirt sie, so erhält man 

eis. -^y»+--/>*«VC9»y*+/'s*) 

«slgltch, weil vermöge (6o5.) V >'+//* = *»•*» 

* ' ■ 

609. _.,,y»+-/y«= U\ 



" I 



IV. Ferner erhält man ,. w»n man ». B. in 
die erste Gleichung (6o5.) ^ — 7 «tat* y setzt, 

,ti(x-y> I „-iCx-y) 

hingegen, w^n «iiian in imde GJeioitungte (6o3«) 
X statt y setzt, . ' 



610. Jl— , r- = 9(Ä— /)5 



9 -* 



( ' 



I 

j^nalyiiseAe HerhUung 

ifx sss L-..^ and 

ß"- S fix -ix 

Oiue« giebt/weno ia«a die Gleichungeil (1So5 ^n<l 
611.) mit'eiaaader mnltipUcirt und zwar die erste 
mit der ersten, die z\|reite mit der zweiten, 

.yxyy = ZZ X^ ^" and 



■*■■■■■!■ , I I IWI lll^ 

4 
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Addirt man diete beiden GleiobongenV »o erbitte 



uU«-y)^.a~K«-y) 



•Ml« 
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man 

£• war aber 

~*^ =1pC*-y) (6io.> 

• * 

abo ist allgemein 

Dieses sind die nächsteii Eigenscliaften der Grössen 
f>y und /y nre/cAe umtktühw um dtr EntmcMimg 

ider Grösse ü^^ folgen. 



Fiir den. j>esondefn Fall^ wenn 

616. u =s e. 



/. 
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der Winkel "Functiojten, 

nemlich glüch dir 'Basis diB natürRehen LogaritJvnwn 
Ul, i^ebeKi die vorstehenden Resultate , weil in 

diesem Falle 

» 

6x6. *» SS I > 



i#t^ in folgende über: 



1 • 



^9.:^'— ?+:A ^ 



9 «4 «€ 

♦ • • • 






2.5 • a.3*4.6 



• • • • 



t ^ 



«»«• 1 -iy .^ f (Boa.) 



/y = 2_— 

6fio. 9)y*+/y* = l (605.) 

d ' d 

631. ■r-?)y» + — /y» = 1 (609.) 





635. (px^Y +/*/y = 9 (*— -y) (6»4«) 

f 

I 

Nun läsil sieh, wid te ($. 65«) b^Hherkt, in 
der Geometrie oZ/gemcia beweisen' , 4*ss weaii mun 



N* 



\ 
\ 



• ' / » 

' Analytische Herleitung, ^ 

die recb^nkUgea Goordinaten einer iiUeiigtn Curve 
iii der Ebene ^ ftls Functionen des sogehörigeii 
Carven-Bo{^n« betrachtet and den Bogen durch y 
und die Coordin^ten 4<u*€h yy ^und fj bezeichnet^ 
allemal 

ist. Nimmt man zu dieser allgemein geltenden 
Gleichung die Gleichung der Curve gelbst zidsdieii 
'den Coördinaten, ' für jleden besondern FaH, so 
lassen sich aus den beiden Gleichuiigen die Gros- 
sen (py und/y aUemal in y entwickeln« 

Für den Kreis ist die Gleichung zwischen den 
Ck>ordinaten - 

625. ?)y»+/r* = i, 
wenn der Halbniessei: der Einheit gleichest; ialso 
finden für den Kreis die beiden Gleichungen 

9y*4-/y* = * ^ad 



626. \ d a 1 ^ jc 4» 

y9y*+ j/y*== * 



Statt* 



Diese beiden 'Gleiohan|^en sind genau diejeni- 
gen (630*, 6fii.) auf welche oben die £i|twickelung 
der Potestät + iy, der BUsis e, ^der natürlichen 
Logarithmen , nemlich die Entwickelung TOn 

627. '«- sssq)Y+ßfj 
führte. 

Da Htm aas Bei4<iq, mwoU «os den Ghichan» 



I 
I 



, % 



9«' 



ier Winkel ^FuHctionm* 



^\b 






wlckcltuif ^ der Grosse e~ , im Folge (5. 89 tiikI 
'90.) die Grössen ^y und/y voUständig in y atisge- 
drückt werden i^önnen , ' so folgt, dass aik £igea- 
ischaften de» Gegenstandes der Gleichangen (6Ä6«) 
mjttch dem Gegenstande der Gleichung (SflyO su- ^ 
Jh^mmen imd' dass also ^Ue in ($. 91«) fiiuamme«^ . 

)^esteUten and ans der Entwrckeinng Ton «"7 x ge- 
fandetten Resnitate auf einen Kreis passen p dessen 
'Halbmesser gleich t isU 

E»^ folgt also, dass weil 9 y und /y in (6i26,) 
•^die rechtwinkligen Crordinatcn des Kreises, dib 
'man Cosinus und Sinus des Bogens' y< nennt, be- 
"dcuteii, auch die Grössen ^y und /y in (J. gi,) " 
'diesen Cosinus und Sinus von y ausdrütSken und 
dass also H^osinus und Sinus von y gans allgemein 
durch die Reihen (617.) ausgedrückt werden. 

Ferner folgt, dass auch die Gleichung (625.) 
dem Kreise zukonimt; für welchen sie durch 

6*8^ cofi(j:^y) 3=: cos jc cos y -|^ sin je «w y 

ausgedrückt werden kann. Und da nun , wie in 
($. 78.) gezeigt, aus dieser einzigen Gli^ichung alle 
übrige trigonometrische Formeln gefunden werden^ 
können 9 so folgte dass auqh di^se unmittelbar aus 

der EntWickelung der Grösse e*^*^ folgen , ^h«e 
das« weiter ein« geonuvmcher Beweis d^selbeu t^- 
thig wäre. . / 

Alles wus des Krei« angeht, Uegt daher, im 
Vtiietfteii Unifan|ge, etnsig und allein ki d(Nr*IV>- <* 



' . 



3i6 in, »g. 

Analytische Herleiiung 

1 ' 

tertat der Basi$ e des natürlichen liO^^arithmen mit 
dem, nomöglichen Exponenten ± y V — i , ' nemlicÜ 

in der Grösse f und in. ihrer analytischen Ent- 
vrickelttn^ nach der Theorie der Potestäten. Um: 
diese Grösse und ihre Entwickelunj^ anf den Kreis 
^ansawenden, ist nichts weiter . nöthi^, als die Giei-- 
chnng des Kreises und der für alle Curyen gel- 
tende allgemeine Ausdruck des Verhältnisse^ der 
ersten Ableitungen der Coordidaten zu der ersten 
Ableitung des ' Bpgens. 

So führt die Analysis allein! auf die Winkel- 
Functionen, und, weit entfernt , dass sie» um diese 
Eunctionen in ihrer höchsten Allgemeinheit £U ent^ 
wickeln, der Figur des^ Kreises, oder sonst geome- 
trischer Sätze bedürfte, liefert sie vielmehr der 
Geometrie, mit der grössten Einfachheit und Leichtig- 
keit, alle trigonometrische Formeln, zu denen die- 
selbe« -nur mit Mühe und schwerfallig gelangt und 
erspart ihr also diese Mühe. 



< » 



* 

'Es ist um so sonderbarer, dass man die- 

aen natürlichen Gang der Theorie hier gewöhn- 

Jiidli übersieht, da man doch, in dem ganz^nälM 

^l^rw^ndten Falle ^ bj&i dctu Logaritjinien, in der 

That.ganz richtig verfahrt. 

« Man pflegt jiemlidi keteesweges b^ der Theo- 
rie^der natürlichen Xpgarifhmen von d«r HypdrKel 






y- / 



9t*> . ' ni.: 3*7. 

I 

V \ 

So' Winkel fFu7ictio7ii0n* 

aa«2ü|^eb€D) sondern, man stellt die Theorie» wie es 
sieb gebärt, reia analytisch auf und zeigt erst dann^ 
dass sie mit der Hyperbel insofern zusammenhänge,' 
dass der . natürliche LiOgarithme einer Zahl an* 
mittelbar die Ftächt einer darauf sich beziehenden 
Sfyperbel unter den Coqrdxnaten ausdrückt* 

Bei der Hyperbel ist es die Fläehty durch wel- 
' che sie mit dem zugehörigen analytischen Aus- 
drucke zusammenhängt , bei dem Kreise ist es der '^ 
Sogen» Warum nimmt man nun den §atz von der 
Hyperbel-Fläche aus der Apalysis, und den Satz 
Tob den Winkel -Functionen aus der Geometrie? 
waruiü den natürlichen Logarithmen nicht auch 
aus der Geometrie? 

Das gewöhnliche Verfahren ist also bei die- 
sem Gegenstande nicht consequeut und es ist wich- ' 
tig ^ solches auch in den Lehrbüchern zu andern» 

Einen Anstoss machen hier nicht etwa die Ab<- 
Leitungen, in den Ausdrücken (620., '621 und 6212.)' 

auf welchen der Zusammenhang der Grösse e-^ mit 
den Winkel -Functionen beruhet. Dieselben sind 
keinesweges Differentiale, aus der sogenannten Rech« 
nmig des Unendlichen. Es ist von dem Unendli- 
chen, oder von jenen wunderlichen Nullen, die 
eine l^cine tuisiohtbare Gnomen -Welt unter sich 

ausniachen sollen, gar keine Rede. Es kommen * 

ff 
nur lauter gewöhnliche, Jedermann begreifliche, 

endliche Grössen vor und ^u üer Rechnung mit 

dem il gehört nichts- weiter , als blosse ein&ch^, 






3i^ III^. - 9ih 

Analytische IhrJeitimg^ 

Biichstabeii^R^chiiiinf • Bit ist,, vne maor im er«litt 
Abtchoitt sähe, mit Rej^eln des Addirens, Skbtr«. 
hirens , MaltipUdren^ und Diyidireiis mit BUck^ 
Stäben ^tbaa» ^ 



/ \ 



94r 

Wir sahen in ($• ^i.)> dass, um auf den Kreis 
SEU kommen^ das heisst, um die Gleichungen (620.) 
£U finden, ^welche zuj^Ieich die Eigenschaften des 
Kreises ausdrücken, die Basis u des Logarithmäu* 

den Zr s:p tt~ gleich e ffesetait werden mu^j»! und 
4ass man ulsa-£u diesem. Zwecke von bdkbigen La- 
garithmen %n d^A natürtichen Logarithmezr überge« 
hen mus8* 

.Dieses ist für den Kräs n6thwendig, nicht aber 
{üc die Analysis überhaupt, und die Ausdrücke 
(§« Sg.) sind keinesweges auf den Fall beschränkt, 
wenn u = s ist, sondern sie gelten attgemein^ für 
jedes beliebige i/, mit allen ihren "Resultaten,, ohne 
Ahmahme« Der Kreis -entspricht nur einem' b^-^ 
sondern Fulle derselben« Es ist wiederum wie bei 
der Hyperbel« , JÜIan kdmmt durch sie auf die na^ 
tiirRehen Logarithmen insbesondere, während dio. 
Iiiogarithmen «> Theorie allgemein gilt» Geht man 
wm Kreise a^us^ so kommt man auf den Fall itrsre^ 
auf welchen aber die .analytischen Ausdrücke ($.09 
und 90.) nicht beschrlinbt sind. - ' 

Wir müssen, dies^es Vmstahdes wegen ^ u» 
bei der Allgemeinheit der Ausdcäck^ bleiben «m 
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94. I& 519 

^r Winkel - Functionen. 

kSanen^ nocli den Werth der Grösaö {it, das 
lifeisst) dea Werth von 7 filr /r == » «ucheh, wel- 
che Grösse nicht allj^emein der vierte Theil des 
^ l^is-I^mfanges für den Hafbi^esser 1 ist. 

Dieses geschiebt leicht aus den Ausdrückea 
(602 und 6i8.)) »Man setze nemlich in den ersten 
y :=s Tt, iij den zweiten y z=s ir^ so erhält maft, 
weil sowohl 9>n als q>w oder cos w =: 1, und /it 
go wie fw oder si/i «* = o ist (5ii und 5i5.} 

IT- " = .— I und e = — 1 f also -^ . 

vU sssB er* , 

Nimmt man hiervon die Logarithmen für , die Ba- 
sis e^ so erhält man ' 

also /^ 

629. n SS jr — • 

Da ^ der Modul des logarithmischen Systems für 

die Basis u ist, (Gleichung iga«), so sieht ngian, 
dass man die Grösse n erhält, wenn man den 
halben Kreis -TJmfang für den Halbmesser 1, oder 
4r, mit dem Modul d^s logarithmüschen System« 
für die Basis u multiplicirt. 

Daraus folgt ,^ dass die obigen, aus Potestaten 
mit unmöglichen Exponenten hergeleiteten Grössen 
um eben so viel allgemeiner als Kreis -Functionen 
sind, wie allgemeine Logarithmen im Yerhaltnisa 
zu dea hyperbol^chen oder natürlichen. 
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3«? m« ji4- 

Analytische Herl. der Winky^unct^ 

Die onnötliige Beftchrankiuij^ der, r#i|i analy-> 
tisch, aus Poteatäten mit udmöj^liclian Exponenten 
folgenden Aosdrücke durch den Kreis ist ebmifalls 
eine Folge des nicht vortheilhaften Ganges TOn der 
Geometrie snr Analysis, statt yon dieser £a jener. 

Wenn man die Allgemeinheit der Ansdräcke 
($• 89 und 90.) nicht aufgeben will^ so muss man 
nicht u =: s und ^u s» cos Uf fu ^sz sin u setsen,^ 
irelches für die Analysis nicht nöthig ist« sondern 
die allgemeinen Zeichen beibehalten« 

Da der Kreis dem besondern Falle 11 q= s ent« 
spricht y so kann mi^n von Allem, was man erhält, 
auch sogleich dicT Anwendung auf den Kreis ma* 
chen, wenn man blos uss«, tfu ^si go%u und 
/n SS sin u setzt. 
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testätfn trigonometrischer Linie» beliebigi^ 

. Bogba dur<!hjahnme.Li£Üen^ der, i^fiß- • . 

lpÄ^/2 Bogeriy und umgekehrt. 

^il/^'IV, oft'*'» 'Jf^b , l!.Bi*l \'S*?ti 

Da ane^&ij^onometnscFe^fanieh^^eicht durch 
SittBs und Cosinus ausgedrückt werden kifl»ii«)^ 
so umfasst die üatersfclmiif; dtr^Siniur^Und Cosi'^ 
^ nus zugleich die übrigen Linien« 

"Die folgenden Bemerkungen Vei*a<§n 8ic1t{''''a^ ' 
insbesondere nur auf die Entwickduhgen ider'A)?^ 
drücke (sco//)*» und (2 xi/i j^)** und co/ m>''^^ft , 

f'*? ^Jr> .^'^'^ ,1^*^« >^li«Wg« , y *^ a. blieben.. 

!il. UAet ä% 4ifljgmieiiis JBntwkJktiung der Aukru'ctii 

von -<a Co/ y)» und *(a /ih'j)» '^ ' ^ ' *' • 

» .'Gewöhnlich irerfährl^ man bei der Üntwicke« 
hing einer beliebigen Potestät ' £• B. Von co/ y 
durch die Cosinus und Siniis vierfacher -von^^'y, 
im VYesentlicbep , 'wie folgt ' ' • • V",^ 

. Man schreibt) ,pta}^ . fl cos y^ 

cos j -f- iwij'/'— • 1 + cosJf'^siidyYl'^tf 
weiraufy ireil# wie leicht su seben^ - . 



Jr'J. . . : . f t/ , ^ '-^ • • "'" •■ * 



^ >•> » • ■ i i < ■ > 



■••' f 



« 41 » r f 



(cojj' + jin^V— lUco^T— #yV^— .»)= », al«» 



651. ^«W)r=scoxy4-ii«yV'-i+^j^^tpj^^ 

folgt. 

Sctot man ^ der Küi^ey vrcgfen, 

,1,1, 

Diese« giebit, vrenn nm^ di^ zw^ithciljge <kö««e 
mchterband nach dem i>inC|iii|schen Lehrsätze eilt- 

für ein beliebiges wi. . 

Ntin ist, vermöge (602O? wenn man yu und 

f u für den besondern Fa^ u sa«, und von t 
die m Pot^tät nimmt / ,' . 



633. 



654. e*"^^""* e=s(«o«ijrH-4ßi;yV^i)'s-.' «"! 

hingegen , wenn man iii ebeii die GWcIWilg ^02.) 
my statt /^setet, ' '• s ' ' 

635. e"*^^'^* = c<wm^ + 8iftm>V^i. '• 



9ß' 



m 
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Daraus «cUiei^i m^o» .fÜlaBia«iK.^ j«4es m, 
636/ (coj^-j- jwjrVw. j"* !3=: C09 r?t^ y\^sinmyV"^i, 
Diese« giebt, weil vorhin cosy '^ My^T^X^^y 

Sv"* sri cof my 4- ri« m y.V'-^j, 

etc., desgleichen ^,.,T)reil z, B. .cps^my^^s^fos niy 
und «wi — »iyss: 'r^nnmy ist» auch 

«T"" s=s <(rof m y — sin m y V — f, 



658. <v~"''*=coj(/i7 - 2)y— jw(m'— 2JyV^— i, 






,-»t4 



! cüj (m— 4)y — Hh (rti::^ai)j^y— ijr, etc. 



\ 1 '■** 



6S9- {2co9y)^ssz€o$my^mcos{m^^)Y'^^!!^^^ 

st 

■ ♦ ■ ■ • ' »j < ■ 






•tttia ■■• ^' 

64o.(2<rogy)®ssco5mjr+^co3<w-fll^-f222^ 
'welches sich^ y^^^^ Vistn der Kürjse ^c^^en^ 

SS 



• ^ 



■ 
> 

" -K2'c*»*— P'+fiV«-^t imd • - • 
.- ,' ..<<a«b/r«= P -=. ßt^-^i ■■'■ " * 

Da diese beiden Gleiichangeti (64i.) linkefhädd 

identi^cfi', iemlicIiMeirsel'beD Grösse (2 cof^)"^ gleich 
«ndHiud'ftil^rii^K^ * ' - ' » -r.i 



.^1 * 



'^u sein scfHSint^' so schliesst niaiiy daias «ll^etfieiioi* 

.; €43. ß = <»xi . 



• « t t 



und folffli«b blos \ . / ^^ 



V ' u - ~ . » t 



sei. ' . -'-^ ^vj.. , . ^ •.., .,/«.... ,., . r ^^^ ^ ^..^ 

Di^ser^ 4^^ruck fiir (aeosyy^ pässt nun abter 
nicht; ttrie pJ'^s'äTi söfttc ,' ffir- "j ädies ' Be&ibiye m, 
Arie leicht an Beispielen 2u sehen. Denn e$.Mi 

zst, V^2.V— 1 und folglich eine unmögliche 'Grosse. 
iHiog^n rechtcrtahd i?bhteii ' ^Atitci? iiiögliche 
Grössen , so dass also Unmögliches Möglichem 
gleich sein soll,' welches niciit seih kann. . ' 

:\ Die ^Hb»b i^V^^i od^rdhervi^vn^ögli^c^eVSfieil 
von (2cosyy^ kann also nicht immer Null sein; 
denn es können^ 'lyie Beispiele «eigen^ f&Ue vörkbm- 

mea^ lifo (2cosy>™ wirklich eine unmöglich!» Gl^äAM 



• » 



^^ mn 326-, 

ist; < Indessen ist «aohy 'wciui maü.äuält Q beibe- 
hält, noch wenig^ gewonnen f deiin.selziJsian s. B«, 

' (2co«yr = P ± ß-r— X^ • ^' 

ea hat man -wieder die entgegengesetzte Schwierig-» 

Ic,eit, -wenn, (ficoj-yX blos eine mö^Uche Grösse» 
ohne imagiaairen Theil ist. Dani^ sieht man "wie-"^ 
der nicht, -wie eine reelle Grösse einer juiuiüi- Theil 
iinmt>^Iichen Grosse gleich sein Kann. ' 
. '*'Ei ist alsb Wer 'in jedem Fälle ein 6' Seh wi«-' 

rl^eit. '• " 

'Ettler und La^ange iind die Ihnen nachfolg- 
ten', ^LWtÄterer noch imJabre' i15o6'i hähmeh an> 

dass.(2cosjf) blos ±=:'Psei, ^welches dbch^ wie 
sich* oben zeigte, nicht immer der Fall ist. La- 

grange findet das Resultat (acosy)" = P auf ei- 
nem ganz andern Wege durch die Ableitungs-Rech- 
jitittjf, wobei aber eine iCöefficienten- Bestimmung 

ist, die Äwcifel hat. ' • V ' 

Besonders in der neuestea ;Zeii sti^ JVicKache 
Versuche , die Schwierigkeit zu lieben . gemacht 
worden und man findet interessante Arbeiten dar- 
VbiU', Yion Poisson in der ,,Correspotiden ce sur rec6l€ 
p«dyte6kmqiie^% toh Deflers, bei Lacroi^, ron Plana 
in den „annales des 'mathematiqtties^^"'des* Heirroi 
Gergonne^ Von TraUes in. den.Bißrliaer Memoiren 
und andere. Allein alle diese Bemühungen schei- 
Ben noch nicht ganz gelungen* Poisson . hatte de9 
•" \Veg zur Auflösung der Schwierigkeiten gebahnt, 
aber das Zi^lf wie^es scheint, nicht eirreicht« 



. '^ 



3a6 in» ' »7- 

^htwicimL Htm (2€0syy^ uHdizsiny^^^ 



Aucb iäi habe in einw VAtm^^nng der ^1 
^oiis 8ttr ie ealcal de» faoc|i»ii|i^^ voü Ijagran^e^ 
Mittel die Schwierigkeit ^^a heben , ia einer An- 
merfci|Dg zu dem JLagrangischen Vortrage dieses 
Gegeostandes ansttgeben gesacht und dabei gezeigt, 
#är um durch die Ijagrangische tihtwi^kelung nicht 

der allgemein richtige Ausdruck gefunden wird« 

^* • ■ . . * 

Da aber a^ch wieder gegen die0e BIHtel Ein^ 
Wendungen gemacht werden können 9 .wi4. die 
Schwierigkeit sich noch etwas allgemeiner^ genauer 
und deutlicher erklaren iässt^su wiU i«b dw Ge-^ 
genst^nd wieder aufnehmen^ pn^ 4if Aiuftö^^mf 
»trenger dnrch£ufüblren au^ben. 
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Wir wpllen denselben, auf den Grund der obi-> 
gen. Theorie ^ vom Anfange an durchgehen« . 

\ 

Zu folge der Gleichu&g (S98O ist 

wo y jeden beliebigen Werth haben kann« Wii^ 
WfKllen bei reellen Werthen von v stehen f^lelben« 
Sobreibt ^an iq dieee Gleichung 

646; my statt y * 

wo m jeden beliebigen > reellen oder unmögUcheii. 
Werth haben fcann^ so erhält man 

«4P7. W**"^ as ymy + Ifmy. 
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aUötet ■ '■'■" »'" ■•- '•. «»^'^ '■•'^' ; "'" '■'■•"' 

649. a = (« ^ • 
Setet man in dio«: GfeichBBSiOife Äpsdrilcke von 
ui'^' und «-*"'' (646 und (647.), «0 erhalt man .„r 

65o. ymy ± iffflf.^ (Sf^ ± 'Vy)" 

wekhe OteichwS »r jeden beU»^«n.,>/V<^thyTon 

m «m, . er ««i .yatj^pifal .o^er ,i>?faj;i«?fl^l. transcej-, 

dent oder wmÖ8^pb4 yrfH M« Ä«,>a^ der. aU- 

, semeinen Definüign der. Potemifn io}st. . ^^,„ ^ 

■ Diew Gleifilipng' (ßß<H) «» 4i«.ßm'»<KÄlwb'WSr 
«Ufer liBtwickei«ö»g«l bei. dwyVi«kfil-Fi»u^oBfi«v 

rar den I^all 'mKveisel, fiir ^*bÄ '>^"'' 

65x. 9y-cosr,/y>=««.T>"d** = *;^* ,,. 

hei»rt derselbe wie folgt: ,,.. ;. . .; J <*;i'»» 
.64«. ' ?o« mi- ± i «0 my sa, 0»«.y;±i^'»y>° "i • 

wofür man auch , ^enn maö,"a'ffS«'**»o »' Y *>'**** 
positiv als negativ »ünii?t, blp« ;.,;;« .;. j' 
. €55. cosmy + i««mys*^!C4ot :J> + »>»'" .yi 
schreiben kann, weil das obere 2?e«5heft io C^So:) 
Mf bddm Säten in das Untere Übergeht^ -wen« waw 
— y Statt + y »etat. 

Der Be<tuemMchkeit tmd Gewohaheit wegen, 
ymn man di«. GM«id-Gleielmttg''iÄ ^i«ier,©BrtA 



I 

r 



3J»' HE 9«^ 

\erinindert, 'weil man jeden Augen bfiok die- allj^* 



meinen Ausdrüc%;B n^i^derbersbelleift Jiann, indem 
man nur tp atatt cqSf f statt m und n «tAtt. w 

« 

schreiben darf « -vf^^ 



'k- . «/ 



ist* **''■••'*'••)<»?':..' ..' ' ■ 

. , f . ' ■ ; • ' ' ' * - 

I.*' Diese Grunde GfeichuAg scheint nun aber 
fiif einen bHUBigen Werth^TOb m nicht vollständig« 
Denn isl z. B'. m irgend etn Bi'utfb', so hat die m 

PotestMt (ciw>+ifm y)** von der Grösse coBy^isiny^ 
.Mtie aus der l%^öri«r d^r Gleicbüttg^n bi^k&nnty so 
vi^M verschiedene Wei^tbe,' a}^ dier NenuM* dds 
Bruchs in £iiiheite|!i. Hingegen der Theil derjGIei* 
ehong rechterhand^ cosjny -^ i sinrny, hat nur ei- 
nen einftigen Werth, if^eil jeder Bogen my nur 
'einen Cosinus und nur einen Sinus hat. Die Glei-* 
^ chung XßSSO drfickt also , wie es scheint , rediter«' 
hAd .wehr QivSsseu aus, ab linker^apd. 

II. Eigentlich ist es nicht so. Vielmehr fafgt 
daraus, daas üt ^Gl^chung (662^ linkerhand nur 
einen. eiuMg^n Werth hat, dass sie auch rechter- 
hutid ii.ur einen, von den verschiedenen Werthen^ 
die sie ausdrücken kann, beseichne. 

III. Da ' st0. . indel^^n Techterha&d mehrere 
WMlle ausdrik^ki^ii rfcnnfi» ao mwß wü^ der Theil 



9^ Bf,? ,3»gg 

iten, und dieqe; i«j in der That.d«r.Fall, weil sich 
der Theil rechterhand, wenn man zxl y eine i^eße- 
M|ge Zahl von Umfan^ea des Kreises hln&orechiiet, 
oder davon abzieht ,' gar nicht ändert, der Theil 
linkerhand aber allerdings. 

IV. Es ist nemlich für jedes' beliebige , nqt^i. 
iive oder nfiBfatiYByf allgeimxn 

»i/i (y>t-^ a >i *) = w yj- 

wo R eine beliebige ganze , positive .oder neffative 
Zahl bedeuten kannj denn es ist 

.«»xCy + anr) ÄS cöxy cof 2.>rjr— ^iinj'xinanjr und 
Wn(jr'4-2nir) = xin y cox 2 n sr ^co/jy xm 2 71 ir^ 

Welches, weil sin 2n«r =s o und cax2n«' =s: i ist^ 
. eos (y -^ an») =: cox^ und 
xin (y -f» 2 71 sr) s= xia j 

giebt. ; 

V. SeUt man also in (653.) j' -{- 2 ti jt statt ^, 
so ändert sich der Theil der Gleichung rechter- 

• ' ' . • ■* 

hand^ nemlich (coxy -^-i/my)* gac nicht j hinge- 
gen der Theil linkerhand geht in 

cox m (y-|" 2«») 4- i xi« in (y "4* fl^'**') 
über^ und diese Grösse kann allerdings, je nach- 
dem das willkürlicht n diesen oder jenei\ Werth 
haty verschiedene Werthe haben* 

VI. Die Grund - Gleichung (653«) heisst also 
eif^^tUcl^ vo/friäniiVi wie folgt :^ >j) 



« 






' '^ i .'*• • , .%ii \ 



t . ? 



" 665. cos m (y + ifciür) + idn m(y + Ä/i*^) cü (aütj? +f x&i>J*^. 

.1 ... . , 

VlI. Entwickelt man dipsc (prleichung linker- 
hand^ «o erhält man 

, CO/ in y CO/ 2 wi n JT *— ji/i m jr jin 2 m mr 
+ i (/fwmy CO/ amn jT-f-coy my «n amrijr) 

= (<^o/ y + *'''* y)"> 

f ■ - ■ 

öder 

cos myicosQpunw «f- i^^'S'Ätirir) 

+ i xm Uly (co/ ftmjijr + i xÄ 5^nmw) 

sapcfcory-f-iirtjjf)"/ 
oder 

666. (coxin>-|- iÄnmy)(coj2nlnjr-4-i x&i2nin«r) 

'WO n jede beliebige positive oder negative ganze Zahl 
bedeuten kann« . ' 

YIIL Dieses, oder (666.) is^ ni^n die voJlstärv. 
<iig[e Grund-Gleichung, die nothwendi'^ für jedes nty 
auf beiden Seiten gleich viel verschiedene, .;||9fi^ 
£war fl//« möglicht Werthe. ff eben muss. 

Das Letzte ist nicht erst besonders zu bewei- 
sen nöthij, sondern es folgt vielmehr aus der Glei- 
chttnig^, -Weil eine voZ/j^änd/^e Gleichung nie auf der 
einen Seite jnehr Werthe enthalten kann , als auf 
der andern. ^ 

IX. Man kann sich davon auch in bestimm« 
ten Fällen a posteriori überzeugen. 

Es sei z^ B. m ein beliebiger Bruch r— &o hat 

4... ',.'•;.•." *^ ® • «- * *^ ' 

(cox y + i /wi y)"* , Mrie aus der Thöiiri^ ^«f OfiH-^ 



96. ^ III.: S5l, 

\ m 

Mntwickdh von (2coiYT urtäi2iainy)\ 

chapgen ^bekannt , q verschisd^n^ WeitiiC So 
viele Werthe mass also auch der Theil der Glei- 
dlmn^ Unkerhand haben» Diese Werthe häaMn 
nur von der willkürlichen Grösse n, und folglich 
nur von dem Tactor co/ d m a «- -^ I /in 2 m o tr alieiji ab« 

Man setze, der Eeihe nach, weil n tiüf 'tin^ 
ganze Zahl sein kann, n ss c, i^ H^ S • . • ; und . 
c= o, — i , — ö, f— 3 f . . •, so geht der Factor 
tos UmtiLw '\^ i sin 2mnw in ^ 

coxo + i im o, /cox(-7-o) +irfn(— o) 

CO/ — + 1 svii — , I cos\ 1+1 sxn\ — > L 

' f «* IN*/ \ q^ 

I 4ir .4» I /* 4?rN , . . Z' 4rV 

[CO/ — Vinn — ^ Ico/i --V )+iwm 1 

P .? / «' ' i \ «/ V qJ 



I »^ • 



üb«r. 



Die Werthe w -Eil+ irfnH^uad co//-22i"\ 

i- J sind aber yrieder die ersten Wer- 

the CO/ o + £ rfn o oder cox ( — 6) + i sin ( — o) \ denn 
es ist 

CO/ -y-+^ ^'ö -^= fö^«F-lr/r^f«42?^:fr <<^^<> +«««> 

und * ^ 



'jj^ii /*/*•• •*' i'i'« »,•■»*» 



33ß ÜL' 98^ 



») + i sin(-i^) SS. 



«w(-») + ««'»C-o). Die auf cas^4-isia^^ und 

9 « 



COS 



O^q)'^^ xi/i 1^— BllJ folgenden Werthe des 

Fae^ors nnd diejenigen , welche auf cojr o 4- i fm o 
und co/(— o) 4"'% C-^P) folgen, und so wieder- 
bolea 4icb die Werthe bis ins Unendliche. £5 
bleiben also nur verschiedene. Werlne d,es Fac- 
tors 00s amnw -^ im 2m nw für positive nn^ q 
"VY^erthc für negative n übrig. 



Ilieses sind aber im Ganzen nicht öj, sond^rn i^ 
nur 9 -^verschieden^ Werthfe, denn der letzte W^th • 
des Factors, vor d^t Wiederholung ,.' in (667) 

<ox— 2 |-i iin— i- oder Cos aw-f-isin 2ir ist wie- 

der dem ersten Werthe de^f' factors cos C^o) 
4.r'«rr(^o) in (668.), Ser vorletzte WcyrA des^ 

Factor, in (667. ) c6i 2iä-i^ - + f /in Hfc*> - ■ 

S '. . . .q 



\ 



• • 



> / 



oder CO/ Tfi «r ) ■+• « sinCü^-- - \ 



2t ], oder cojr 



(-7) 



4*«'«f'H( n j ist dem zweiten Werthe des Factors 

in <668.) gleich u. s. W. so di&ss immisr zwei tVertfie 
van d^n a q Wert^eja, gleich sind und folglich 
überhaupt nur q Werthe Statt finden. 

Der Factor cos i^mni)'\'im izmnw)^ und 
fölgKcii^'di^r Hiikseitigii T*h'eil der Gleichung. (668.) 
bat also nur immer nur q Verschiedene Wt^ftl^c 



« * 



m- 



VBl 



■und -fidglioh tftchtnvriir und läobt' v^nigv/ ab der 






» -; r.iiiF 



\: 



99*' 



.\ 



» • ■ « 



L Nüiji. ist weiter, w^is .die Int^^ckelung von . 
Cftxofv)"* betrifft, ' , r , 

fi'nd ^cil <e6yy'+ i shiyficosf^vsmy) szixosy^Li^siHy^ 
«= iro/y* + «Viy* <688.) = i («06.) also ' '---' 



t* » 






BO 






iznS 



;ii 



»' 



660. COS y *— i /w y _ |^. . - s uuu 



661. coiy -f-i smy = — ^— 



ist, 






ijr i i i.> ' «> 






662. 2 cosy\=z cosy -f-1 siny 4- ' li 1 v> ^ und 



\ 



1 



665. seoxy = CO/ y — i'/i 

** •' •* ' • coxy — ixwy 

IL Die Groisse 2 cox y lasstVcli also auf zwei 
verschiedene Arten ausdrücken und diese Zwei* 
faclibeit des Ausdrucks hat folgende Bedeutung. 

'Wie^ttia'ft sieht, geht Ziemlich der Ausdruck 
(66i2.) genaji in deu Ausdruck (663.) über, -wenn, 
niip — y statt + y setzt. Obgleich also 2 cosy 
identisch das Nemliche ist, wie 2C0f.(— »y), so sind 
die Ausdrücke dieser Grosse dennoch noth wendig 
irtrscläed?^»^ sQltiild man urmö^icht (^rö^seipL M dfe. 
gelben bringt.: ^ ^ 



\ 



\. 



f 



j *S iBanmi ^ Wmkel -^^j und ^%ßlrf€4m mg- 
liehen fVerth von y^ bniuUr mif: vmwclMwtHSfätn.4is 
mt dem CosinuM paralkkn Dwrchnus84r$ ttegtny so fbl^^t, 
dast wenn man £. B.^ d^n Ausdrnck (662.) ant 
Winkel, anwendet 9^ die im ersten und sweitea 
Quadranten liegen^ für Winkel im dritten und vier-^^ 
ten Öuadranten, wenn gleich cox' y den^ neifiliclien 
Wfiftfl'ilM^ denpic^sk' ftojbhyrmdlf 4l«r xyrmtid* Aus- 
^rm\X^^) gtnoniBien werdep..m9/|^i -wad t^iyi- 
gekehrt« ' : .'^ 



j < . 



III. ^uch Fblgendes ist über die Zwiefachheit 
des Ausdrucks -von ^ 2* cos y durch iinmö£/icAc Gros« 
sen^ XU bemerken. 

Man setxe nemlicli, der Kurse, wegen, ^ . 

f 

tot j -^i siny ^ ^ und 



664. { " ■- , - . ^ 

(tosy — r»wy i= >v, 



».. o 'UD<t.. \ ' • * * ' -l'" • • ■ • ' ' - / <• • ^ ^''« 



so i3t, ÄU Folge (662 an4 663.). 

< * • . I 

.665- 2 cos y SS v+— und. 






Vr 



^.. 



ff 

666. 2C0Sy=aiPH • 

• • IV 

■ *"** • • •• '^^ 

£s ist'Offenbar d^s Nemliche ^ weun man , 

1 667. 2 coxy == —r|-r, oder 

t 

668. Äcojy =* Uw 

isi^^t; attein nimnft man •. B« eine PotaMiit jk 
von.(2co^y) nach dem binomischen lidirsatse,^ so 



* 



ifSJ 



m. 



Ä,*ft%» 



_ 1 

macht e« einen Unterschied, ob man f ^+~J 

* • * 

«der (^ + v)" twd (w. + ^)" oder Q^ -fj »y 
"^nWickelt, d^nn' es ise ' 



• ■ « :' 






1 

• a • • 



'.<<•• Iv»;i. y: ■•.■ ■• ' ■ . •,•.•8 • , ••■'■ ,i 



6^ 






&+'^)V"*+'«^"^+ 



..>->«>fa,. yn..(yn— -.,p^4 



i-'Hi 






'-»■••#• 



' welehes also \ier yersc^biedene Ausdriicjke za ge. 
bea scheint* . Allein dieses ist nicht der Fall \ son- 
ilern die Tier Aasdrücke. reducireii sich i^uf swei. 
Penn näcli (66o und 66i.) ist 



.♦*' i i t ' 



r -u 



f. 



; ■> 



' i < 



670;' w =5 —und V = — ; 



'\ /... 



also sind, die beiden Gleichung^en (G65 und 668.) 
des^eichw^dle %Aden GMicrhungta <e66^una:d67.) 
und folglich auch je «wei von den vier ,£ntwipfc^e^- / 
langen (66g«) identisch die nemlichen und es giebt . 
^bo auch -fttr ';dtt9 . Entwi(s3c«liiHg ^i«er: b^Uebigeii 
Potestät von (scosy)" xnir die^ zwti wirllich ver- 
schiedenen Ausdi^ücke von heösj (662 und 663.) 
welche die in (II.) angezeigten Bedeutungen haben. 



♦ . 



<■ 



ll- ' 



; s 



<S3ß m. ^^ 



I^^tudcKel: i3dn(2fC0SY}JMi$d^'^Yy{i 



^ ' lOO. 



\ ^^^li" N^n ti^hme Ihan ;einie' b^J^ebige ^t«ii^ 
von 2cosyy worin die Aufgabe, be^tjoht ^ : x» ^».4^? 
m Potestat^ 

• : ' . «7»- {Stcksjr --. ■ l. 

WO iifi. jedifr-rftUoii^Ie . oder; irratiomdei ^tran^cen- 
deute oder unmögliche Grösse/ tiedehten kann» 
nta^erbeb^, um dies^ Pptestät fiu finde^i, die bei- 
den Ausdrücke von 2 tos y (662 und 663.0^ nach 
4^lö binomi&chfinJUehrsaUeij. der. ebeiifaUs ga,* alU 
gemein, für jedes beliebige m gilt, iur m Pbtestät. 

IL Man kann die Aüsdi*ückö von aeoVy'«tt- 

* r , - 

vor, .der Kürze wegen, in einen' züiammenIßiUi 
ien und wie folgt schreiben : ' 



♦' - » 



1 



672. «eo4y = co,y±ixinyH-— ;j:r^, 
oder genauer^ * • . 

( 675. acox + yÄ€oxf+ixi«ij+^y^^^j^yt 
oder auch ' * 



I f 



— ^ > ( 



674. fl «J/±y « «o»±y ±i4ny +;.jHiy 4./+ ,j„y 

oder auch, wenn man wieder y positiv und,nega- 
" tiv nehmen will> blos . :» . . 

67^5. aco^y = «o/y+i/wy+ ^y^^.;^ y , 

welches von selbst poeiUTe^nas giebt, wenn der 
. Win- 

r * 



\ 



loo. .IH« 5E37 

Winkel f andern eraMirniid tweiMo/Quadraotea, 
.und negative Sinus« we^n y.in dem dritteA trnd 
irierten QuAdraniea lie^ oder gfegen das erste ne- 
gativ ist^ ; . 

UL SntwickeU n^u nun die m PpteatStcn von 
dem' Aosdrnclie (2coBy) (676.) nach dem binomi* 
sehen Lehrsatte 2 so erhält man 



Ä *• 



• > « 



m— ft 



^ 676. ^ (a CO» y)* =3 (CO/ 7 4- '■ «n ?)' 



ft 



• ;• T • • • *• ♦ 



Subsümirt man hierin die volUtäad^geo' 
4el*.^riichiedenen^ m, ftir^^ m'^^etqiyVpp^tjiiffp. 
von eosy^iSiny aus def Crund*^)^ei^^ne4(^5>)y 
so erhält man 

677. (2^i>)'"^«>xm(jr4-in«') + irffim(y+öwr) 

«)j(m— 2) (r+anar) + i sin (m— a) O'+Ä/iir) } 

.*» .,^ •/ r 









wddbes der vollitändige. Ansdru^kU/Zcr ilcr. v^^<M^ 
dcfte» JVuih% xagläch üt'yk weklie^ <;^i^^jri^ih«t^eii 
hano«. JDlie' yersehiedoi^i^^ ie]M«tebt.d|if^l^.j^^ 
fcftrliche Grösse 7«^ irelclÄe ^ede bfli^bfge, gs^m^e, j^- 
fitive^-oder negative Zahl bedeuten ki|n^«,^ ., 



% • 

1 

679. aBm(y + an») + m«n(m— a(3r + an»-> '' - ; 

indep maa durch ./2n,-iu«^it^ri JP u^d Q» ^« 
Zahl dqr halben Umfange .» bezeichnet« welche 
tu jV hinzukommen , oder davon weggenommen 
werden sollen j so fes»t sich auch die vollständige 

Entwibtelttl>g ^00 (ftiro^y) dürc]^ 

... $86. .(2 co^ y)"! =? -Pän .+ ' ßftn 
fddsd^cfci^ , wo, Wie gasagt , die Verscbiedftnhrift 
•a^r ^?Vferth^ ' voiBT *(ö ^ryf^ rön dei^i willfcii^Kcheii 

* . " ' * : > :* * 






/.Dass d^r Arusdruck von \2cosy^ muf diese 
AY^ise durch die willkürliche Grösse H vervoU- 
/8tän4i^: WÄT^ta«;^ .^ö<ine und ^ müsse ,^ hat m^^^^ 
vVissens zuirst Poisson, im zweiten Bande der 
^„Cörrcspbndence sut recölepolytechni^uc" ß. %x2. 
^. gezeigt. AlliiÄ rineA zrweitoa Theil diJr 8«^i^ 
iti^kÄtf^maeht ^och die Frage.; >i^efa/ie roft.^^» wfc. 

\«?€rtÄe von h^'^/^r'ifeiljfteÄ^ ^^^«^''^^oi'(2Cü>':j^=^^ 
ündtn. Die#er£f»ciix dui aefcwieniktil Meiöripoch 



1 



101. lfl[. 359 

Entivi^ket, von(2cosyP und(2$inf)\ 

-sa ' IifeiHsn libr!^. Er ist der Ge^iutand der fof>- 
'^nden Bemerkungen. ' "■ ~ ' ; 

I. Wenn y eine reelle GvÖBse ist, wovon hier 
die Rede sein soll^ so sind zvrei Fälle möglich: 

^pnKv^der ist 'co^y posiäv, oder negativ. 

Bezeichnet man daher den absoluten Zahlen« 

lirerlh von (acosyy^, ohne Rücksicht auf das Bei- 
eben ton Si^^y, durch 

um ihn von dem allgemeinen Ausdrucke (2 cosy) 

zn unterscheiden,^ welcher versdhiedene^ s. B« wen^n 

* t . ■ 
m = — ist, ^ verschiedene Werthe haben kann« wäh- 

rend d«r absolut^ Zahlen- Ausdruck |2€rof>f|™ immer, 
imr einen . einzigen Werth hat , so sind zwei'¥all« 
'mödich. Entweder ist \ 

V . . t r. . > « , 

• • ■ -. • ' 

^ . - . , • r ^ 

682. (2cw>)" =3 C+2n«)0'l" oder 

683. «(«Mfjr)" Ä C~2)",|cof7|*. - 

Da$ erste iA der Fall» Vf^on.r. im ersten öder vierr 
ten 9 das zweite, wenn y im zweiten oder dritten 

Quadranten liegt. 'Die Werthe der Grössen (4- 2)"* 

, ■'•■.»> > , -»- . » rf f. . ^ . ■ * } , 

und ( — 2) sind jetzt allein vielfach^ k^^yj hat 
Itmnier nuk» einen einzigen "Werth. ' * 

II. Die Grösse -f- 2 ist nichts anders als 

..»•••'*"' rX-,- ••' •■ "*- '•;■•,•-'•,'*-*' '• '■ ■ "• 
ficoxSMir; die Grösse — a ist nichts anders als 

ätfoy (2/«''-f-l)«'^ wenn f* irgend eihe Beliebige^ posHiPt 

oder negative^ ganze Zahl Ae&e/VAnef.' Man 'darf lil'so 



i \ 



I 



/ 



4- 



^40 - IH. .»«. 

£niwickelvon (zcosyT imdi2sinjT^ 

iiur in (€7jO .oder io, (680.) y =3 2j»*' und jr act 
^2^4-i)sr seuen^ so findet man die Werttoe von 
(4-2)^ und (t'üT «ui.der tormel IfSlr (jt^osyT 
isellxt» 

iW[an erliält in (678 und 679,) wenn »mn y «s 

■ 

Ö/»*- setzt, • " ^ 

pj^ss coi sm (/»+11) IT + m rox 2 (?h— 2) C^+n) ir + . . . . , 
ß^=.iirt 2m C/c + n) jr + m «n2 (m— 2) (/*+n) «r + . . . > , 

oder, weil /* und w^ganete 2JftMen «indj und aUo 
auch ^# B^ ^ 

COX 2 (m— r2)<^ + n) ür 35: eox 2 W<^ -j- "5 

iJn2(m-**2)0»+n)«^s=: «n2m(ip* + n)« 

etc^ ist # 

- p^ Ä;«>i2m(ii« + B)»'l x+m+ — ^ — •••y» 

. .V / i I tn.(«i— 1) ^ \ 

\ • ■ - - - •' • " , 

öder IM 

' /^ =: eox 2mC«4-n)*.}2r / 

m 

, abo, nach (680.) " 
684. (+2/=|af.(<»/2mOi»+n)r + i/k2m(i» + n». 

Setzt man in (678 und 679.)> = (?<•+ ^)r^,, M 

Erhält man 

P sss coi iitf 2/« 4- 1 + 2n5ir 4" miox(m— 2)(2^ + 1 + J^/»)«'.... 

;^der^' weil z*'B.. > 



V 



^,VJ.. •' . M. . 
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Entwickele von {^eosyy^undizsinjy^^ 

I . , 

. ete* ist, • 

«de? 

aUoji nach (68a») 
; 685. (-i2)"c3la|"(coim(2CH+n)+i)»+ixtom(30iHÄ^ 



X III^ . Snb/ititcurt num IH^sei in (6fta und 683.)^ 
•p erhält man, weil |fij*.|coxjr|» zz |2tfo/jr|« ist, 

und 

687,(4^x>r«|»€Oijvr^coxm(3(^^n)+ i)ir 

\ +ixmm(a(^+'») + 0*'V 

Der enste Ausdruck (686<) gilt, vrenn cosy poflfitlV 
isty oder in dem ersten oder vierten Quadranten 
liejty der £weite Ausdruck» wenn cox y, nej^ativ 
ist, odrnr in dem aweiten oder dritten Quadranteii 



ly. -M^nkanii au^h diese Ausdrücke , wenn 
man will , aus der Grund-Gleichung (656«) finden» - 



. * ■ 

..£8 ist nemlieii. . ; . ' 

wenn eos y positiv , iin4 

689. (a«»,y)'"Ä(— »)"|aeo'yr, 

> 

frenn e6s y neo'ativ ist. 

Nun ist cos'j =s -f. 1 und sin y ±2 ö, wenn' 
7 =s ;s ^ «•, und co/ y = — 1 , sin y =: o, wenn 

^C^ (*<** + 0*' ißt, wo ^ eine beliebige ganze 
Zahl bedeutet. ^ 

X 

Setzt man daher in (655.) er«tiicb yas ^/li«^ 
sp erhält man 

ßgo. cos2m(j^'^n )> + 1 |i/i a m (/c + ri) sr ss (+ 1)"^, 

Sei»t man jrö=(öi««-|-*)*'j «ö einhält man 

* " ^. . ' . . ' < 

691. cp5m(2(/«+ni)+l> + ««nw(2(/««+u)+i>r=C-.x)"J*. 

Substitairt man Dieses in (688 und 689.), so er^' 
''hält man 

692. (2cosyji? aja \^sj\'^Ccos2m(^+n)it +iMvn(H'f^)f^^ 
für ^in positives^ cei y, un4 

I 695. (2 Co; y)"* = \% CQS y\^\CQS r^ (a4*^ + n) 4^ !>«- 

'+ i ««m(20« + n) + i)jrl 

fiip ^ negative^ cox jk ; Bordes wie^ia ((^ und6Q7.) . 

Vt Setzt man nun diese beiden neuen Aui- 

dröoke von (sco/y)*^ dem AuidraelLe^ (^7-) gfeioii» 
Bo.«rli«It ina«; '^ - 



/. » 



_ ■ )+ ix sin m(y + 2 n w) + msin (mrr^) (y -f 2 n «•).;..) 
59i* V \ * 

-wenn y^^ im eciten oder vierten Quadranten iiegt^ . 
und:-.... 
- .^'' co;m(y+2iur)+mcax(rri— :dÖ' + *'**') •••♦ 

: ^ (=BJ2coyyprcofm(2Ci«+n)+i)«-+iVmFn(2^ 

wenn v Um Weiten oder dritten Quadranten liegt. 

vi, Aus dies.ep beiden^ pieichungea (6g4 und 
695«) hat^^ ich in meiner^ oben erwähi^ten Anmer • 
knag ZU' der Lagrangischea Untersucbuog der£nt- 
<wji$beluiig von (si cpx y>" 'g6»dhk|8«en , das« /iö* d» 
nmiUckm Ff^mht von «n, für welche replifterbandf . 
.. ^twedc« i4er ..unmogUche, odi^r der reelle; Theil 
d^r getammten Grösse wegfällt , anob linkerbaod 
der unmögliche oder 4er reelle Theil der gwamm-, ^ 
ten Grösse verschwinden müsse. 

\ . ■ » • • 

Dieser Schluss ist »war richtig, wenn man ^ 
gleich Null sazty wie ich daselbst ^annahm; weil ich 
davon ausging, das» co/jf =s 1 und siny = o ist 
für y = o und cox y =s — I und ri» y 1= o für 
y s= r. Denn 'setÄt man in (694 und 6g(5.)' ^ == o, 
Bo'hl^ibP vötn denj|pn%en.,<?rässen, vQn wdchtnr die 
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Kntwickel* von (2 cos ff und(risiny)\ 

beiden S0it«n n«r alteiil die GifkBt n tbrig, und 
da diese Grösse , wie atas der E[erleitnnj^ der. Ans* 
diäclie (694 und 696.) in XU«) erhellet, anf hHden 
Seiten idtntifch i&t nmüchtjsty so mnss dann al* 
lerdings, notbwendiger Weise, für ^ ntnüichim 
/iFsri/ie von n, "für welche rechterhand der uomd§^- 
Ucbei oder der reelle l'heil verschwindet, ancb 
liakerhaiid der uamdgliche oder reelle Thejl weg^- 

fallen. 

♦ - * ■* • 

' . Da ind<(8sen der W^rth Ton^ ^ keinesweges , 

nc4}mvi&^ Nnll ist, indem eben so wohl tos -^^n x 

und nn y := o ist, för ]r :=; 2^"'} ali fiir y ;=; q 

und eben so wohl cof y = — 1 und An j ss^o für 

y3s(2/»4-rV, alsfiirj^=jr ist, so findet die Gitinrf« 

Iqgt des Schlusses nicht Statt und es fblgt mithin 

nU^itnothwindigy dass für die nemlichen Werthe 

von n, für welche rechterhand der reelle oder der 

unmöj^Iiche, Theil verschwinden, linkerLa'nd ei^ 

Gleiches geschehen muss^ so dass man. also auch 

auf dUesem Wege die gans reellen und die gans. 

iniagtnairen Wcrthe von (jzcofyf^rdeht finden kann» 

I . ■ - • ■ - 

Meine Erlänterung der so oft verfehlten Ent* 

Wickelung von (acosyfy am ai^ge^eigten Orte, ^be- 
darf daher ebenfalls noch einer femern Berichti« 

«* 

t 

Wir wollen diese Berichtigung versuchen« 

YIL Es kknn , vrte gesa^ aus den Gleidiuit- 
gen (694 und t^.) die «brigen« allerdings auf bei- 
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, den Seiten. gTeidl ifiele 'W^rtte haben , nicht ge. 
B^hlQBB^n werden , . daii s f^r die nemllchen ^erihe 
Ton n , für welche recbt^rhaäd, entweder der un- 
möglich^ oder 4er reelle TheU verschwindet, U9^ 
kerhand jdas Nemliche gcfscbieht v Es kann dar ge» 
schlössen mrdmy dass in eben so vielen Fällen^ alt 
rechterhand dir. uamSgUche oder ier reeUe ThtM^ nHg^ 
fälh\ üuch Unkerlumi ün Gleiches geschehen muss, weil 
Eeelles jinr Reellem und Unmclglichea nur tJnmdg. 
. lichem gleich sein kann. \ . ^ 

Man sieht dieses am deutlichsten ans den Glei*^ 
chungen (688 und 6Ö9O welche, wie sich in QV.y 
«eigte, ebenCaUs auf di^ Gl^choogen (%4upd%50 
fuhren« ' Da neiplich in . 

696. (ficosfr^(±tr\zcosyr * > . 

welches die Gl^ohungen (896 i|nd 696.) sind f die 

Grösse f^^ cosry]^ rechterhaiid' nur einen einaigeB' 

Werth hat, so hat nothwendig (aco/jy)" Unker- 
hahd eien so vieJe gans reelle oder gans imaginaire 

Wertbe all '(± 0". Da nun 

(+ 1)" SS cot tth Ca» +»)•■+» <'« »m 0» + n) » (69».) «nd, 
(—1)" SS cot m (sCiH-l-nH- j)» +ism ni(aO*+ii)+ i>r {6oi.) 
und älsp (+ 1)"*, von der F|^rm , 

697, a + ib, 

ist , der a%cineme Ausdruck von (2 cos y)"^ aber, ^u 
Folge (68o.)> ^e gehörig, ebenfatls diese Form hat, 

folglich, wann man [aca/yp durch (C heaeiolUiet, 
a%iiMin die fileicbuäg .. . . ^ 



i ,i.. 



% «s 



f 

3^; . UI.. iMi 

■ ' ' ' _ ' 

.,'■■•. 69a. . «0«+«) « P.„- -f f ßs„ 

Statt findet , so folg^ , dass , sobald b gleich Nall 
ist, auch mthwendig Obgleich Null sein muss, und 
sobald. <^ gleich Null ist, auch P gleich Null 
sein musft« weil eine reelle Grösse nur eiuer reeU 
leu und Unmögliches uur Untnögliphem gleich sein 
kann» Denu man set^e,. es Jkönnte Zi B. ü gleich 
Null sein« ohne dass J?^ = o wäre, #0 wäre 

c.ii = P^+ijg^, oder 

welches unmöglich ist. 

lU iblgt also unbedingt > dass in iben so mim 

Fällen als der Werth von (jti)"* ganz reell ^ oder 

• . " "" 

ganz imaginair ist, auch nothwendig der Werth 
von (2 cos y)gan% reell oder ganz imaginair sein, 
dns heisst Q^^^ oder F^n verschwinden^ musa 

^Für welche n aber Q^ = o und P^^ = p ist, 

kann freilich hkraus noch nicht gefunden werden« 
Man findet nur erst die Zahl der Fälle, in welchen 
Q^^ und in welchen P^^ gleich Null ist« 

i • •• ^ 

TTnd zwar kömmt es hur ^ diese Z<ahl der Fälle 
zu finden, wie leicht zijl sehen, [auf die Unterster' 

cbung der Grössen •(+ 1)" aHi, 



,/ 
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t Sehreibt man ' in; (699 imd 69a •) stati . der. g99«* . 
zen Zahl ^+^9 ^^^ K$rze wegen, hlofiLi,.sift:;'i^ 



I 






^••- IM.' ,. ^ ^. 

Entwicheli von Cseo^^jT^ündd si^yy^l 

' ' '"700. 'C— 0" =C0/Cli^-l)m«-4-iJiit(j|f-j-'l)^a. 

Es ist nan ku untersaclien , m rvie Vitien Fäilenm für 
' einen beliebigen Wepth . von m, die Werthe yön 

(+1)" und ^— i)** j-a/u r«//, , und in. Wie yielp,VL 
Fällen sie ganz imaginair sind. Es ist aber fiu^ nö- 
thig^, m positiv zu n.ehmen^- denn ist m negativ , so 

darf man nur ^^^^ und ^^^^^yya ^tattC±A)'°and 

^^^ • • 

Oico/y)™ schreiben, wo dan» m wieder positiv ist. 
Ifiesta' ist nöüdg y weil für aegatilT« m der tfl%«. 
meine* Ansdriidk von (2xasjf^ (^770 uregea- dtP- 
BinomiaI*>G6effipienten divergirt. 

Erstlich. Es sd also m eme ganzi, positive ZahL 
* In diesem Falle ist. offenbar 2 »m immer ieine 

I 

positive . oder negative ganze, und cwar eine grade 
Zahl. Von je^er hüiehigin gradtsn 2^hl Von V ist^ 
aber djer Sinus gleich NuB, <ler (^ww, nie gleich 
Null^ also ist in diesem Falle der Werth von 

' (-|-i)"' immer ganz reell und zwar hat (-|-i)"^ nur 
den einsigen reellen Werth +1, weil 'von J8(fc^' 
graden Zahl von ir der Cosinus immer glekii ^u*]^ 
ist. 

Die Grösse (St-f-O'n ist ebenfalls immer, ^if^ 
ganze positive oder negative ZSohl', und zwar eine 
grade Zahl , wenn m grade* ist , und eine ungrade. 
Zähl^ w^nn m ungrade ist. In beiden Fällen aber 
ist siniü9i{'t)mw gleldi -N&ll 9^ der'Cosiuus ist nie 
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Entwichet, vpn {fisQsjT wtdQismyn 

gleich PIbU; also i«it auch C-!-!)*, ,*yrea^ m ein.e 
gani^e Zahl i^t^' immer ganz reel,, ni^d i&vrar hat 

(— i)"^ nur den ^insi^en Wcrih "1" * > wenn in 
grade y and d^n Werth —in wean^m ungrade isl^ 
weil (fiv4*0'''^iA« ersten Falle gerade ^ im einleiten 
ungrade und also coi(af-f* 0"^^ im ersten Ffldl^ 
gleich + 1, im «weiten gleich — i ist. 

JSfVsiteniw Es sä m «19 btliebigUy poiinW Aii^ 
Man setze m ^==^ -r- 'WO • und A.gan&e Zahleni 



und .TOrausgesetfit wird , dass man den Brueh 
attf die kleinsten fahlen gebracht hat» so ist 



loi* (+i)"ÄCoi^^ 



L) + .Wn(l^,r) 



7011, (—0 «S W f UA^irJ+l/IO ^^i-Ä4rirJ 

. I. a. Da VQD (+;)" der unmägliche J%ö7, i$in29mm 

nur dann yerschwiaden kann, wenn ««^^ir irgend 

ein Vielfaches von w ist« so finden gans reellr 

'\yerthe yon C+*)* Statt, wenn -=--♦ irgend eine 
j;0B«s JZahlista 



3»y 



Ist nun A grade 9 so ist-— • eine ganse Zahl 



wenn 



Sf ss: A, %Xy 3a eto* 



d«* 



4!st A ungrade, so ist — *- eine ganze Zahlt wenn 



9'SA A, HA, 3A eta 



» « * 






j ♦ 









W^cUe Zahlen », 9»^ S» • • • • ^ad« ttnd un« 
jprade'f^in IcÖnneii>^im andern FaUe ist' 

*■ '* SS a», 4», Ott • • • • 

urelche Zahlen ft»^ 4«j; 6» « • • . immer grade 
find. 

Die Zahl -^^ kann also immvt eine gan^e iZahl 

sein, und swar eine grade und ungrade^ wenn a 
grade ist und'tinr eine grade ^ .lrenn::&:teigrttde 
ist« Der unmögliche Theil von (-f-i)" Lann^a}|o 

intmiTj für jeda m ss «^ verschwinden und 'der übrig 

bleibtade' reelle Theil ist gleich dem Cosinus 
einer vgraden oder üngraden Zahl von ir» ' wenif^a 
grade und hloss eiilcngraden Zähl ven s^t > w«nd 
K ungrade ist. Da nun der Cosinus - emer gnaden 
Zahl von ir immer -f- h ^»d der Oosiaus einer un* 
graden Zahl von »immer ^ i ist, so folgt, dass 
für alle möpche Wefthe von ^ nur ^^ef'^ää^ 






T«eUe W£rthe von (+i)* = (+i)*, nemlich die 
bvide» Werth« ^f iiia^i- i'Stafe filaen , wenu 
A grade ist nnd- nur 4er einaige gan» reille Werth 
+*ii Wiiin * ungrade Üt.^ ' • ' ' " ' 



\ 



t 



;^ nri to«. 

b. Dir Tulle ThettcosT^^votk (+1)*» 



(-jrl) kana ntii^ verschwinden,' wenQ 

-7-*=^ rt"r> i':r> d:— «ta iit,. ,, 



Da 2» immer eine gerade ^ahlist, sökann cor — «• 



2«y 
;c4£UiiiLSi;y SQ Kann to^ 

nur verschwindeq, wenn 

wo T eine beliebige* ganze Zab][ bedeutet und » 
ungrade istj denn nur jRir (t-|^i)a^=5; 4» ißt 

2«> * C + ^y • ^ 

' I s 

iliid dtbaesftisiebt n^ >da SSühleti >4- ~^ ^^*-^i 

^ •■ ; ' ' ' i ■ " r ■ • 

^ — . .V\ \i^enn « ungrade ist* 

' ■ * . 

, :<ilSi9azf4mßiSä^ifn Werthe von i^ctmy) fiiaden 
i»I«a: ^fir fdaau' Stau;,» wenn» •« teta' VieUtohe^ :von 4, 
und icugleifib -« ein^ ungrcdes Zahl ist« ' 

;t]p^e40v^anA.imagiitaireaWerflie silid 4;)^ Weil. 

^pe^^^^^. ei^ti(redei^ 4!^ <>^^ -''^^ > 

n. Von Ö^ 1)" kann 

dann Verschwindeii« wenu \ ' >\^"' — >^ . i^sud fCiii 



• s " 

• Vi6lfaehe/ tob ir , abo ÄZtiii irgwd iine • gan«e j 

Zahl ist ,, ../..!,, c?'';t.r—Mj 

"Wenn, nun a grade isjt, so ist » notjiwendig 

. . .' . . ... -r • - — . --. . j 

nn^ade^ Vcil sonst der Brnch — nichts der Vor- 

anssetsung gemäss, anf die kleinsten Zahlen ge- 
'bracht sein' ^äir'de. Aber iV-f-V' ist ebenifalls eine " 
Aii^Vade Za)4t, also ist. jcack t^tr^i)« oa^aad«^ 
Also kann a in (a»-|ri)« nie aufgehen, folglich ' 

C 3 f TT* 1 J ^ 

. > \ ■ xAt eine gante Zahl sein nnd mithin /der 

. ' r » ■ ■ .1 ' ' ' '> f - %. » 

nnmögliche' Theil' nie verschwinden , wenn X eliii^ 

» . ■ . . <* • 

grade Ztfhl ist '.Für ein grades a also giebt es 

" m A 

Jkttiie gan« reellen Werthe von (— i) ~(— ) . , 

Ist A ungrade , so kann » so angenommen wer- 

• •• '-fif4-i - ' .'•;•■ i * *» • 

den y dass . ■ eine beliebige;, und ewat Aiir ein^ 

beliebige angrai« gänxe Zahl, ist,, weil U^gf^dj^« 
darch IJngrades dividirt , nur Ungrades giebt Also ' 

jann -i7^ aJL>'eine grade *2kW üfn, wenn * jf^ifiS 

A. \ 

töid eine ungmde Zahl , wenir • *» ungrade ist fifiU 
tiln ^findiet "immo):' ^in gäiii ^ reeller WeHh 'von 

X2 c6sy)^ Statt wenn a ungrade ist und zwar nur 
kh *einzigibr' reeller WeMh. * Derselbe ist gleich 
•—1, wenn » ungrade und gleich -^ x wenn » 



3^5? Jff« *««• 

> • 

„. V »r Mcffe Thdf «M (^-UfeÖl ATda ( 
kuui BOT veradtwind«!!, wenn 

ist. 

Iftt A graae, so ist.» nothwendi^ mfrade, weil 

sonst der Brach >^ iddit^ der Vo^ausseMtiü^ ^^ 

mSss 9 auf die kleinsten Zahlen gebracht seia 
wärdts« Aber a'r^^ list i(benMts"lfifte' ungrade 
jKahl| also ist (2^-f"0*» oder, was dasselbe is^ 

(a» + i)» mmu ui^grade. lUlithin kann^ wenn ^ 

>* ' ■ ■ * '. * ' * ' * » 

grad« ist, ^^'^'^' die Werth« ± -1,' ± 1, ± |.,.., 
oder^ allgemein aasgedruckt , die Werthe -|. ' 



a ' 



.^o T eine beliebige gan^e 2afal bedeutet, htdin^ 
'gün^s)viise haben. Set2t main neinlich a =s a e^ wo 

. ai*4** i* V"i» 1^ 

'nun t immer ungrade ist, und folglich— r^ .»r=3+-i-., 

|jQi folgt daraus 2 » + 1 «r +'3l^toder ftiisT ^^.«+r. 

Du nun 1^ und folglich xv, njif eine Min:^;^ahl aeiu 
kann, so ist diese Gleichung iiur,n\öglich>.* rwenn 
• ungrade ist, weil T-f-i^ sowohl, als s, und folg- 
lich auch (r-fi)^/iminer ungrade, ist;^ Ojie erste 
Bedingung, wenn iur eii^ grades A der^ reelle Th^3 

yon ( — i) rerschwinden soll , . ist alsOi|'' 1 cbfaa ' n 

kngrad^ 



\ 



/ 



aorf. , Iß. , ^g 

• \ ' ' ' ' - .< ■.,,.' 

jEntiiHchihvonX2C05YTuna{2.sinyf', 

* ». 

i 

ungrade iat.. Nun folgt weiter, ans— ^»-xsrnzllli 
4f±2=?^:^-~iA, oder 4»== + (liliA4.a^iind 

grade 25ahl ist, weil r-|-i und « beide tto^rade 
cind» Da onn f nur eine ^a^e Zahl sein kann 

BO mnss— — A+a, xdas heisst, die Summe eines^ 

• _^ , m . ' ... - 

beliebigen ungradtn Vielfachen von a nnd der Zahl 
a, nothwendig ein. VietCaches. Iron 4^ ajso z. 9% 
X = 2, 6, i4, 23 ctc/ sein, wenn, der reelle Theil 

von (-*Ti) verschwinden soll. Ist dieses der Fäll, 

so kann -^-J — ^— soSyohl + — , •!* — > + -^ . . . .- 

1 ' 3-6 ; 

aw — — , — — , •^•^••.•^ sein nnd es £nden.also 

abdi&n. die beiden imaginairen Werthe 4- i nnd 
-— i Statt, ab^ auch nur dies.e beiden. 

^ bt A nngrade, so ka^n > ■ ; 'T^^y nie ^eicfa 



1 ff' tt • 

± -J j ± -jg- , + ~ • • • •', oder , allgemein , gleich 

dt-~- sein 5 denii es folgt darans/ (d'^-f^i)« s— 

±'-~^> wo (2/4-1)« «ine ^anze Zahl ist^ 

T . / aber nicht, weil a sowohl als ▼ + * 'i^- 
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Mn^ichel^ ixpn (2 cgj:yr Mintixkäayr^ 

g^äde dind» Für ein ungrades a finden also keine 






gan«i .in^a^kiairfea Werthe von (-^i) Statt. 

Drüt€if5. jBx lei m eine posiäve^ irtqiionak, tran^' 

cmdente oder uomövRche Qrösst. 

In dieÄfeni ^ällt katml wie .aus ^699 tyü 7^0.) 

' leidit «u ;«Bbpn, pur alleiq djEwr |i;i^giimi^ iPbeil 

vjon (+ i)«^ ii[iir«cl»^i»den y und 2iw|ir für » =5: o, 

denn 2»m und (ft»+r)m können sonst nie» weder 

ganze, noch eine von den Zahlen H; -j , ^fj —, 

4^ J^ « • . • scpn. In disMia Falle also i^t nur der 

— 2 ' : ' • ■ ' 

einige reelle Werth + i von (4-i)« mögKch. 
ime* übrigen Wcrtlie von (+»)^ «nd (— 1)» sind 

von der Fprm. fl^'+'*'- 

• \ ■ 

V • » ■ ■ 

103. 

'*•••* ' ■* ., p ■ • • , ■ "' - . 

Die Zniammenstelluog der Resultate' dieser 
Üntersöchiiing der ^IrÖssiea <+ »)" und (— xy* ist 
folgende. 

' jErsdich. WeiiÄ m &n^^nzt positive Zahl ist^ 

•gQ hgt (+0"* iniiner nur einen W^^rtb, nemlich 

den ganz reeUen yVerth -jf-ij <— 0"" hat immer 

ebenfaUs ^nur einen Werlh und.a^war den gan» 

. reellen Werth 4-i, ^^^^ ^ grad^, nnd -^i;^ wenn 

m ungrade ist. 

- ■• 

•Zwdtem. Wenn i7f ein positiver Bruch '-- ist, 
so hat 



, . ' r. . 
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L (4- 1) den einen gapi ^reellen Wenh 4- i 
W9nn A nngfade nnd die beiden ganz reellen Wer»- 
thc +1 und — 1 , wenn a grade i&\. Ausserdem 
«xistireti ,n^r nocli, wenn ä ein Vielfaches von 4 
nnd » ungleich eine» ungrade Zahl ist, die beideil 
gan» injagin^ren Werlhjö -^1 und — i io» <rf i)". 
Alle übrigen Wertbe dJ^Aer Grösse sind von dar 
Form ä + ii. 

» , V l. . -, , . « 

I» • • • 

Iti i^x) hat, wetftt.A grade lAt, keinen 
ganz reellen Werth> sondern nnr im Fi|ll » un- 
grade und zugleich dfe'Summe der Z^hl*2\und 
eines • beliebigen ungraden Vielfachen von a, ein 

Vielfaches von 4, also m sss -1 z/b. -i- — — 

a $ ' ^' ^ ' *^'* 

^, ~ e^c, ast^ die ^beiden iini^iiiaireii Wi9rtiie«f-i 

9nd — i. Ist A. ungrade so hat (— x)^ nur den ei- 
Äen ganz reellen Werlh +i, wenn » grade unä^ 
A nur. den einen ganz reellen W^rth—i ^enii » 
unerod^ nu AUe /iibiig^n . Werähe der 6i«i^ 



« ^ 



(--^O sind von der Form n4«&iV* 

.- 1,1 

V Drittens. VVenn m eine positive, irrationale, 
transcendente oder unmögliche Grösse ist^ so exi-; 
stiren nur von (+i)"^ der eihzige :|^nz reelle 
Werth 4-ij aHe übrigen Werthe von (-f i)« und 
(— ly sind von der form a -)**«.' 
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Bnhmc^eL von (2 00s jT ^nd (2«» yr^ 

'■ .^ • • V " ■ , "' , 

Biete ftesiiliaie kann man nun ^ itie fölgt. aaf 

*e ßröwe ^ ^^ 

MaiS' entwielcBle txnfw den allgemeinen Ans» 
^dnickv^demllMto ^^77 .) * ß^wnlich ^ / ^ 

* , • . • ¥ • • > • • * i • 1 . ■» • , ♦ • • • 

>5irie folgt* \ 
laut 

1 

<03rCm-2)(y+Än«-)=3i?oj(m-Ä)ycoJ8mn3r-xm(»i-a)yjiri2mn«r 

"t • ' .' ' ... . . , , 

•w^il 2kB^ tr(>5(m<^$)2nfrsb.€OtfSmirsr.i2jid.^(9t<*A)[2R«' 

_, ., •» • » • . i^ 

eÄyiaflmnr etc. j ferner , : 

' ' ^ *• - *■ , 

^m (y 4?^ ^*'} ^^ sinmyxos2mniir'{'X08mf^\in2muiF 
Äin^iifc-2)(y+2n») =xi/i(in-J2)y co82mn9-^cos(m''2)y &insmntr 
9- '• » • * T ^ *• » ^ >• > t ♦ •* ».^ 
" ans gleichen Gründen. ^ , - , 

Al60 üt 
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w' 



Mn^kiielvdn izeosj)" und ^sS/t.y)^^ 

^ - 



/ • 



^ ' 



Did Coefficienten 2U eoss m^w und «in ^ m n « sind 
nirc^t» .ftnd^rfi als Pp tt%d Po (678 und 67$.)., iä«w» 

es ist « ' ' , 



704. coxra3r+mco/(iJi-2)y + 
706. mtny\mm{jnf^i)j\ 



2 



cos(fn-4)y*4f =;: P09 



5inC]i»-4}y.;*.ss(2a> 



« • • 



also ist aligemein . 

706.' (2co5^3"=:sJ*oCoxömn5r— Po««3mnr 

105. 

Nun sei ^ ' ' 

*' ' ■ >• 

Erstlich^ m eine ganze posiüve Zahl, 

so muss der unmögliche Theil "i (Po sinamn* 
^Qj^tos^mnw) des allgemeinen Ausdrucks (7o6,) 

>nothwendig immer versrth'winden , weil (+0*^^** 
. dann immer den einen reellen Werth -4^i oder 
— i hat.^ (5. xo5. Erstlich.) ' 

^ Von dieser Grösse , ■"■ * 

707. i(^4^sin2mni^ -^ Q^c6ti2mnw)y 



f 
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y. ■ ■ ;. • . 

Entwichet, von {2,cQ$Y)*und(ß.HuyT^ 

ii» immer versckufrinden 60II , ^ ist ' der Tk»^ 
ifoWi^mfiT von selbst Null, denn Ton jedem be- 
'l|ebig;ea Yielfaeheii ¥on w ist der Sinus giei^li Nolly«^ 
äl$o ist situ an^w immer gleich NoIU £s bleibt 
^her nilr der Tbeil iQ» corxmnw übrige trelcher 
Vfnn^ Null sein soll. Daraas folgt, dass immer 

ist, für jedes positive gan££ahlige m* 

DdiB^ dieses wirklich der , J'all ist , ' lässt sich 
aiioh a posteriori nachweiseä« • 

< . . y 

I 

Zuerst nemlich ist hlar^ dass die Reihe 
709. finiwy + m wi(»»-2)y «f -^^^ ^ ^(»»-4)y » . . . , 

für ein gansBahltges positives m- moht unendHcfa 
'fortläuft, sondern beim m'\^2ten öliede abbricht, 
weil die Binomial • Coefficienten zu diesem und al- 
len folgenden Gliedern gleich Null sind. . Sodano 
is,t bekannt, dass die Binomial-CoeMcienten für 

^ ein positives ganszahligeaf», Paarweise, in glei* 
eher JEntfernung Vem Anfange und Ende der Reihe 
gleich Und, Ist m gprade, so bleibt in der Mitt6 
einer allein. Nun steht aber im letzten n^ itea 
Gliede, xm(w*-2«i)[y j=s — «nwy, im vorletzten, 
wten Gliede, ä/i(i»— 8(«i— i))y =:^— /in(«i— 2)y 
u* s. w« und wenn m grade ist, so ist das mittlere 
Cflied S'Wn(i|i--*m)y = o. Gleiche Binomial-Coef- 
ficienten sind also in der Reihe auch mit gleich 

' grossen jSinuSy die aber entgegengesetse Zeichen 



t 
> 



> 



-M.Mi.M. ..I 



• ' 



106. IH. 5Ö9 

EntwUkel* von (^tpsyy^'ünd (2siny} . 

hab^n, nmltiplicirt^ rflso .1/eben rieh alle GKeder 
airf und' die Grösse p^ wti yri«. g<*8rig? immer 
gteicli NiilL 

Der übrig bleibende reelle Wert^ voii(2Cox^)" 
ist, . vermöge (706.) , / - 

(flCosyT =Po^os2mnw^P^sin2mnif 

• . * ^ 

und weil O^ = o (708.) und cosa^nw^ für fedes 

ganse positive oder negative n, immer, gleich + 1 
ist, blos« ^ 

710. (SCösff c=: 

4S#f lAAfl ^^^ % % 

^P^ sss cox my+m^s (w— 2)y + ■ ■ ■' w (rn^^yj • • v 

Dieser Ausdruck soll nun, wenix m grade ist, i»- 
wcr positiv sein, cos y mag positiv öder negativ 
sein, weil dieses mit (j: 1)"* und ifolglichtnit (2 cox yf* 

= (±iT\^cosyf der i^U ist ($• ib3.. Ersüich.)- 
Da* cos y das entgegengesetzte Reichen annimmt,, 
wenn manir + y statt y sötzt, so müssen 

«wm(ir+y)+<»co/(m-aX»+y)+ --^«)<«-4)(»+y).... 

• ■ 

- und w»y+» eöf (»--a)y+ -^-5 — cof(«»— 4)y...., 

I oder P, und Po 3^ oder 

cox(ifi*)?o— ^'^C^«*)ßo (7<>50 und P^, 
oder weil Po = 0(705.) ist, 

711. (C0x(»O*^o 'l'^* "^o 

entgefeng^setote Zeidbi^n Jiabea, wenn «»» ungrade, 



\ 



36o III, 106. 

EntwickßL von i^cosyy und^sinyj^^ 



und glci<^he Zeicheo^ wem» m grade isi^ ond- die- 
ses ist, wie man si^t, wirblich der Fall, . weil 
cos mtt gleich 4" ^ i<t> ^^ ^^^, grades m und gleiqh 
*— 1, für ein ungrades m« 

• f • ^ 

Der Ausdruck (710.) gilt also ganz allgemeiu 
für jedes beliebige y und für jede^ beliebige ganz« 
«iahlige positive m. * / ' 

Ist m negativ 9 #0 erhält ;naa 

- - • I • • ^ 

co^my — m cos(m + 8)y+ > - co;(in— 4)y , v* 

* ' r • - * 

Zweifentj m iü m bditbiscr foüiwu Bruich^. 
i Es sä cos y poMitiv 

so hat (2 cqsyf^ oder ( 2 cos y ) nur einen einzi« 
gen reelleti positiven Werth, wenn A ungrade und 

I IS 

nur sLYTti gleiche, und dem Zeichen nach entgegen- 
gesetzte, reelle Werthe, wenn a grade ist, weil 

i^cosy)^ =5 |2C0iyp C+i)"* ifit, und es sibh mit 
(+ 1)* so verhält^ (f • i03. ZsPiÜens /.) De^ uiu 
mögUdit Thal des oßgmtünm Ausdrucks von (% coslyf^ 
(706.) muu al$o in dktm FMlkn nothwendig glach Null 
4Ün., Dieses glebt /^ 



»»6. . III. 36i 

Jßntwickel, von^^cosYT und (zsifiyy^'- 

/ unfl es bleibt für (ßjcoty)^ aar'' 

IMtstr Ausdruck von (2Cosy)^ ist noch . unbaitmmt. 
weil man dm fVtrth der dann ^rkommmden wHlkUra^ 
chen Grösu n noch mdit kihnt. Der für diesen Fall 
passe&de Werüi toq n aber hingt, vermöge der 
Gleichuttg (713«} , die aothweiuiig mit dem Ajb^-r 
dringe (7i4.),x»2fei*cA Statt findet, von m und y ab. 

« Alan miiss also der Qrösse n in (7i4.) nothwendig 
grade denjenigen Werth gebei)> welchen (713.) 

' bestimmt« ^ ^ 

Es käme also daraaf an , dep Werth von >tf 
aus dtr Gleichung ('jiSJ) tu entwickeln und in die 
Cljei(^hung (714O sn substitutren. Di6 £i|twicke- 
Inng selbst aber kann man ersparen $' denn £nt- 
Wickelung und Substitution zusammen , ist liicht» 
anders^ als Wtgschaffung der unbekannten Grösse 
n zwischen den beiden Gleichungen (713 und^7i4.) 
und diese ist leichter. ' * 

Man quadrire nemlich diese bdden Gleichun- 
gen (713 und 714«) und addire die Quadrate, so 
. erhält man 

P^^.sinmnT^ + aPo ßo«** ^nirMBornnT-t-Q^^xosafanT* 
+ JPo*-co;a»»a«r?-2Poßo«rf'*a'"»«'»cöX2w^»+ 3«Wir » 



oder 



((aco/yr)-=sF>+ß,% 



r" . 



# SS 



\ 



\» 



36a , in. ^ !«>«• 

EntwivJiel* von (zcosyT una(2sinYT* 

alio ^ , 

wdches der' Aosdriick der reellen Werthe von 
qL cofjiy^ für ein (M>sitiyea cos y ist. 






Da es nur einen positiven Werth Yon(-f*i) 

gWbt^ wenn x nn^de «nd swei glolcke und eou 

' gej^gesetatld Werthe, wenn ^ grade ist, so fiadee 

ein Gleiches anch für iQtosy)^ Stau tiad e$ ist 

« 

füräruh unsraäm Nemw pon m bloss • v 

716. (*«»/yr =+Trci^ + ß;), 

> 
für. 4mm groim Nmmr ¥on m öfter 

717. C8«»yr =* ± v(p* + ß;) 

Ausser den gans reellen Werüien existiren 
^ noch awei gans unmögliche^ gleiche nnd den Zei- 

chen nach entgegeagesetste Werthe von (8c<My) 
für einen positiven Cosinus, wenn a ein Vielfaches 
von 4 und » ungrade ist y weil es sich alsdann mit 

(-4-1) so verhält ($. io3« Zfvektns Z.}^ Cur diese 

gans imaginairen Werthe von (aooxy)*^ ist also der 
reeHe Tfaeil des allgemeinen Ausdrucks (7o6.> gleidi 
. NuU, folglich 

718. Pp co/smnir— p^.jm2wnir CS o. 

und es bleibt nun für (aouyjT nor der imaginaire 
Theü ^ 



\ 



♦ * 



. * _ 

Eftttbiehu* von (2CiysYT undCznnyY* 

719- «(PoWftwnir + ßpC<vai»ii»)=3,(jicoX3r)" ^ 
übrig. ' 

Diese beiden GleichtiAgen geben ^ wenn man 
i^ieder swischeii denselben auf die obig« Weise 
. das unbekannte n elitninirt, 

üj^d dieses Ist der Amdrack der beblen gau ima« 

gtnairen Werthe TOn (st cos j) ^ welche noch ans* 
set den gaas teelleä Werthen Statt finden y ini 
' TaVt der Nenner Von fn eiji Vielfaches von 4 and 
jmgleich def ZüUer ton m tmgrade ist. 

* • 

' IL E$ ui cos Y negativ. 

In diesem Falle hat (2co>y) gar keinen gans 

reellen YVl^rth^ wenn a grade ist und i wenn x an» 

grade ist^ einen reellen positiven Werth für ein 

, grades » and einen reellen negativen Werth für 

6in ongtades «^ w^l es sith in diesem l^alle mit 

A 

(—1) SO verhSIt* n . 

\ :, Fiir ein nngrades a fii|det man also wieder den 
gans reellen Werth von (2cosjy^, wenn man^ wie 
in (L)> den imaginairen Theil des allgemeineQ 
Aasdrücks (706«) gleich Null setst nnd'AWischea 
der dadnrch entstehenden Gleichang and dem übrig 

-bleibenden Ao^dracke von (fi cox y ) das ^ anbe- 
,liannte n elimieirt« Da die Reqhnang gani&. die- 
selbe ist^ wie im Anfange von (I.), so findet man 
ancb, wie dor^ ^ 



I 



/ 

/ 

> I . 



» / 



^ . . 



r 

364. • in. * 107. -108. 

EniwicAeL von (2 cosyY und(ziijifyy^^ 



t 



' Es ist also 

■• Mbr dntn ungrädtß Nmur voti m» ; , ' 

783» (a cos y)- s= + V(P' + 0*), 

W4nn der Zähler voq m grade ift, und .' 

^«^na der Zähler Ton m ungrade ist* 

Ausser diesen , reellen Werthen ron (sco/y) 
für einen negativen C^inus , exi^tiiren noch, wenn 
, A grade ist^ £wei gleichem und entgegeogesetste^ 
gans imaginaire Werthe, wenn « usigrade i|nd 
£ugleich die Summe der Zahl 2 und eines b^liebir 
gen. ungraden Vielfachen von a ein Vielfaches vOti 
4 ist. Man findet dieselben durch die iiemlicho 
Rechnung, W^e Jn (I.) und sie sind also 

724. (2«>/yr=:±V(P: + 0. 



( Drittens» Wenn m eine positive ,' irrationale, 
transcendente oder unnAdgliche Grösse ist, so ist 
die 6r4>ss0 C^coxy)", für ein positives co/y, in dem . 
TaUe, van ($, io5r L 7i6.)« In Allen übrigen Fäl^ - 
len ist (i^opjjr)"* von der Form a +i/. 

106. ' , 



K 



Uebcr den Fall (§. io5.) wenn tn ein Bruch--- 



A 



ist, wollen wir uöch einige Bemerkungen machen. 



♦ •^'- 



108. in, . 365 



ErttwicfielvDon (icüsyyundlasinyy 



m 



N 



* • 

I. . Die in diesem Falle Sfter Torkommende 
Grösae P^ 4- 0^ läist «ich noch weiter entwickeln. 

. - ♦ ' • Z' ■ 

Da nemlich 
726. Q^cs^n «y + » Jin («H>2) y + 2 — » — im (iw-4)y ••m ^ 



• 



r 



80 erhalt man, wenn man der Kürze wegen die . 
Binomfal-GoeiBcienten , der Reihe nach, durch m^^ 
m^, ^3 otc. bezeichnet^ so dass 

727* » = «,, — ^ Ä5 »ft» ■ Q^^ = ^1 •^^^^ 

• Y 

. \ ■ 

728. P^sscosf»y* + fn^ cos(m^i)j* + ^^ cos(m-4)y* .*,• 

' + fl w< coxJtoy cox(i»p-2) y 4- 2ma costnyco$im^)y .. . ♦ 

4* ^ ^x W4<öj[(»i*-aj y cos (»-4)/ • . . ♦ 

^Ä9* ß*sÄj/7i»y* + i»*xi/i(»i-2)y* ^^ »»''ffri(»-4)y* ....' 

" . , ' « >^ 

+ 2«4 rirt»>«ii^iji-fl^}y + 2»» ii(» »y iin (»»-4)y « ... 
' +2»x'w^«n(»-2)yxwi(i«-4)*^.« 

folgtich 

• - ^ 

oder .. ^ 



,3S6 • ni. „ xa6. 

Entwickele vbni^cosyT uTtdinsiHyT^ 

750. p^ + fij = i+^;+«;+»;+i«;..v. 

Bo 4af s «bo flie ganK 're«llen und die g^ans imftg£. 
naii'en Wcrtbe von (a^roxy)" imm^ darch die 
Coviotts HdifenAtr YieKkefaei' von y aiisfiMi^brttckt 
werden. ' - -» 

IL' iBt y » C«*» wo ^ ir^pend eine gaMo ZaU 

bedeutet, «o i»t 

' ' > - ' ' " '. 

P^ zsz cos m C«* + 1», CO/ (« f ••- a fr) + m% cos («ifir-4Cr).... 

oder ' - V 

Po = <^o/« fr (i -f », ^i„^ -J-Wj . ; . . ) : 

oder , * 

* . P^sÄ^ioxwfar.a* 



also 



ntrd 



p:+Q!=(a->* 



75i. -r(P>Öj) = a' 



jDieses giebt, 2. 9.Jn (716«) für ein gr^B C'and 
ein ungrades A, , . 

(•C0Jfir)"*5=:-j- ^"% 

oder, "weil cot f r =5 +1, , 



\ 

\ 



. / 




lo^. HI. 

Mntukichßf, txm (2 üosyT ii^ {ß.finyT'^ 

, ' und & (7x70 fiir et» grades 'f umd ein grades *; 

— t 

' ; {'erner in. (72Ä.) für ein ungrade« f, ein" ^n- 
grades a und ein grade^ «» 

oder^ weil cd/ C» s=s — t, ^ 

und^^in (7*40 fiir ein ^ngrade8 C, ein utigrade« a 
und ein. ungrade» «, 

wie gehörig. 

III, Ist y 5=5 f «TN-I- I sTj, WO f irgend eine gknze 

ahl bedeutet, so ist ' . 

' , • • . . . ' 

öder 1 

oder r 



, ! 



: j 



t ' » 



-» \ 



also 



folglich 



Po = o und ß^ = Of 
73a. VCP; H^ ßj; = o. 



t' / 



v / 



368 



m. 



109. 



Entwickel, von^ (2 cos jY und (Qiajf y)*« 



♦ . * - 

Diißses thut wiederam .den obigcfn (yleichctnffeii. 
überall wo' die ^rSß^ (P* 4" Ul^ vorkommt, Ge- 
nüge $ denn es iai fär y s=3 ^«r -f- |«r^ cqs V.s'o« 

109. 

An den Rendtaten ($. io5>, 106, 107*) Heht man 
leicht die Abweichungen des, gewöhnlich iürCdcoiy)** 
angenommenen Ausdrucks , welcher die in ($. g6.} 
angeseigteta Schwierigkeiteh hat^'' von demjenigen , 
der fdr alle Fälle passt. / ^ ^ 

Per gewöhnliche Ausdruck nemlich ist... 



oder 



{%cotir SS p^ 



Der für alle falle passende Ausdruck dagegen ist 

" 734. (?cosy)«ÄP^ + i.ßa». ; 

Der gewöhnliche Ausdruck weicht . also vO.n dem 
allgemeinen Ausdruck überhaupt gans ab^ Den 

bloss reelliin WerA von (a cox y)" gfebT der ge- 
wöhnüdie Ausdruck nur in dem . dn^igen . Falle, 
Venu m eine gailze positive^ Zahl ist ($» ioiS*). 
Ist m irgend etwas anders , so passt der gewöhn- 
liche Ausdruck % wie aus (S* 106 nn4 lOTt) ssu se- 
hen 9 nie« , - , ' 



IJO* 



Die Reihe für 



*^ 



' ■ > 



755. (äjinyr^ 



erhält 



»' 



• V / 



1 

9 






i»i. ni. , 360 

■• ■ • • 

Entwickele von cös my und sin my, 

erhalt man In allen Ffilten nntnlttelbar, \felin mui 



in diejenij^e für (2co/y) s. B» i^^j «tatt*y «etst, 

sin y JHB cO/(|ir— y) 
ist. 

9 
% 
I * 

B^ Uibir , ik Entjmckdung dir Ausdrücke von cos My 

und sbnmy* 

' ' ' . • " • 

111. 

Die gewöhnlichen Ausdrücke der Corinus und 
Sinus vidfacher Bogen durch <2i6 Cosinus und Sinus der 
dnfachai Jßogzn haben ähnliche Schwierigkeiten, wie 

die Ausdrücke von (fi coxjr)™ .und (s^iny)™. La* 
grange^ welcher diesem Gegenstande wohl am 
tiefsten auf i»n Grund gekommen ist, giebt in der 
eilflen seiner Vorlesungen über ^ die Functionen- 
Rechnung für cos my und ün my^, mit beliebigen 
in und y, folgende Ausdrücke 

mrm^4)Cm - 5) ,_^ _j,m^ 

~ ■"■; — ^a^ — ^ ^^ :*•• 

. m^iw+4Xm+6) 



(öcoj-y) 



•• •• 



4-5 
_ ^ W»/' m* . , in*(in*— 4) . 

in«(m«~4Xni*-i6) . \ 

[24] 



370 löi »»»• 

EntwichoL iwn cos my und sin my* 

., f7i(m»— i)(m«— 9) , - X 

4" ' w ' ^ i cojy* — .»»« I 

^ 2.5^.6 "^ •/ 

— m* . - ,.m*(m»— 4) . . 



9 V 



2.3.4 

m'(m«.^)(m>~i6) , 
a.5.4.5.6 ' «^*-" 



73g» cos my =% 

(a CO jy)"""'— Cm--a)(2 cot y)T« 

^ jirtjf^ (fl CO« y)"""*^* 4- (m + ^) (2 co5^) 

+ fi«±5H2i±^(8cov)-^....) 

' ■ . k 

741* lötmysa— «nyco5 — ( — iftco^j;-^- ' , c osy* 

m(m*— 4) (m»— 16) . N 

+ --^— iXilS ^oxys-..-.^ 

+^y«.Ä)i(..2^^ 

742. m m y ÄS 

• . m(m*— i) . . . ?n(in»— l)(m»— 9) . - 

' 2.5 ^ •' ^ 2.5.4*6- "^ 

* • , . -_ . 

743. sinrny äs ■ .. - 

^ Z'-. . ni(m*-4) . * , m{m*-4)(m*-i6) . , , n. 



i 



I ' 

xit. ' ni, 371 

Entwickelm pon .cos my ^ und sin m y« 

Die AUgcmeinhcit die^ei» Aiis<lr§cke ist aus den, 
in meftner Ü^eberAetsang der Lagrangischen Vor^ 
letungen über die Functionen« Rechnung, Bei der 
Abhandlung dieses Gegenständes angegebenen Grün* 
deU) zweifelhaft. Bei den beiden Ausdrücken (736 
und 740.) fällt Solches bei der blossen Betrachtung 
der Ausdrücke, ohne in ihre Herleitung zurück- 
sugehen , in die Augen. Man schreibe nemlich 
die beiden Ausdrücke .wi9 folgt: 



iw(iw-5) 



744. fiCo^myÄs(2rojy)'*| l-m,-! .-— +■ . 

m(niyry4)(m - $) 1 n 

"*" 12.3 (2 cos j / ' * ' 'J 

^ (2C09ir L ^ (fi cos y)» J 2 (2 jßOjy>* ^ * ' * 

I yn(yn'<r4^(m+5) 1 ^ -1 
^ \^üA (acoxy)<^---J 

[. ' . • 

*(2 cojjy)* • • • • J 



(m+3)10»+4) ^i 






C« + S)C'n -f4) 



+ 4) 1 -I 

< • » 

00 ist leicht zu sehen, dass sie, wenn s...B. m ein 

Bruch -r* ist, tntUch rechjterhand v verschiedene 

V 

Wertlie> linkisrha^d aber nur einen einzigen Werth 
haben, also unvollständig sind; zff^ritws aber, dass 



* 



Entwichefl*. von cos my und sin'my^ 

aie anoh, wenn acory^^t üt,- divergirea nad foljp- 
Ucli nickt braacbbiu' sind, a«ch üQgar fiir cof yxs: o, 
abo a^ B» fttr rssi«*» aco^^invss «» geben^ für 
V jedes m ^ 0D , welches «^ariohtif ist . • 

Wir wollen yersncheo^ andere allj;emeiner gel- 
tende Ausdrücke an finden» 



I. 't>ie «DZfjrintfifs Grnnd-Formely.ans weldier 
•alle Entwickelnngen bei Winkel - Functionen her- 
vorgehen ist diejenige CB8S0 nemlich 

746. tosmt,Y'^znw^'{>ismm(j'\'%nitz:i{lcosy'^inny) $ 

wo »jede beliebige ponitive oder negative, gan^e 
Zahl sein kann^ m nn£y aber beliebige/, reelle oder 
imaginaire Werthe haben, können» Die Wertbe 
von y wollen wir einstweilen^ wie oben» auf neue 
beschränken. 

IL/ Diese {"oi^ttiel hat^ auf beiden Seiten gleich 
viele Werthe. Man schreibe sie» Wie folgt : 

Im 

747. co/«(y+an»)+i jfam(y+2/iir)sss(cosy)"*(i+f Iöiiä^)* 

IIL Nun entwickele man dieselbe,' linkerhand 

» * 

nach den bekannten Ausdrücken für die Cosinus 
und Sinus der Summe zweier Winkel, rechter- 
hand nach dem binomischen Lehrsatze, welcher 
allgemein ^v jeden beliebigen Werth des Eitpo« 
nenten m gilt, so erhält mau 



// 



11«.. uh 373 

/ 

/ 

.■, . • • ^' . • . ' , . ■ ' . , . ■ ' 

748. - ewm^cöja»«*-— /^»j'rirtawn»! -' 

od«r' . , ,• ■•.■•• 
749. (cfusmy + i «iii#iy)(co*2«inir + i m sin nv) 

(Ml JM*""" 1 ) 
1 + mi tang y — ^^ ' ^ fang yj 

~-^ — r9 — ~ » ^^'^i y + •• • V 

, IV. Mm bezeichne <» aW . die Weise wie 
(J. 101.) («wy)" durch 

' 76<fe (+0"|«wyr imd (-i^Kyr, 

je, nachdem cos y positiy oder negativ ist» und snh- 
«tituire die in (j. loi. IV.) entwickelten Werthe 
yon C+i)" wnd (— J)?. Dieses gi«bt 

761. Ccotjf=i\fo$yrCcos2a{fi'^ n)w^i sina,mU*jrn)wJ 
wenn cos y positiv, nnd 
i52.ico$fTss\€as^'^Qosm{2(f^h^l^ 

wenn cos y negativ ist. /• beseichnet irgend eine 
«ranze ZabI» 

V. Der Attsdruck (74g.) geht also nnnmehr 
in folgende beid^ überf * . 



374 *H- ***^ 

Enbi^ckek i)on cos myut^/dsfnmy^ 

763. (fps my -f t ffW M| y)(cQssimnw.^ I #ui » 115) 

* ■ • , 

fl^r'd^n Tan> wenn cof y positiv ist vind 
754» (c^my/i'ismmy)(cy$amnif'i'isinamnw) 

für den Fall , wena cos y negativ isti 

VI. In diesen Ausdrücken haben die Grössen 



cos mj ^ i sin m y linkerliand und \cos y | ' und 

t'^mi iong ^ ^^"^ "". ■ ■ tang y* — • r. . rechterhaadt 

' imme^ nur einen ein&igen iWertb. Daj[egen ha- 
ben die Grössen cot 2f»nit --^^ i sin2mnir linkerhand^ 

und cot 2 i»(a«+^)» 4- ' '^'^ 2m(ft + '0«' und 
<o/iil(2(li«+rt)-4-t)#4-l/mf»(Ä(iK,+n)+i)jr reeh- 
terhand so viele verschieden^ Werlbe., als die 
Ofund-GIeichnng (746.) von welcher die Rechnung 
ansging, enlästet. Die Versohiedenheil der Wjb'the 
entstellt durch die Willkür der Grösaen n und ^ 
Aber, obgleich auf beiden Seiten niir gleich viele 
Werthe vorhanden, sein können und auch wirk- 
lich vorhanden sind, weil auch 

,755, C0J2 mnir ^i^m2fnnw ss (-f-i)' 
^ist und manaUo die Gleichungen. auch wie folgt 
schreiben kann; 






/ 1] 



i ■ _ ^ . . . , 

EntiüicJiel* vä^'c&s rtif iind sinmj^ ' 

757. (eos »ly + i «n»?y)CHh*)* - - 

:sz\coiy\'^i—iy^i'^mttaJtgj^^^ 

tfo *nnii . deutlich zu sehen, dass die Zahl der 

Werthe arff beideh Seiten gleich ist, indem (+1) ? 

eben sO viele Werthe hat als (—1)"* , so »eigen 
doch die <Jleic&angen (765 und 754.), dass dfe ver^ 

schredenen Werthe von (-J-i)* und <+i>^ oder 

von (+1) und (—1) zu beiden Seiten keines- 
vreges uothweiadig ßorr^pondinn ^ öder dass z. B* 
fiir einen bloss reellen oder bloss imaginaii?en 

Werth von.jC-*-!)™ links» "wena tm solcher möÄ- 
lieh ist, nothwendig auch ein bloss reeller oder 

blosr imaginairer Wei^th von C"f"^) i'echts, ge- 
V^VB'y denn die htstimmmde Gr/fsse ist links eine 
tadere, als rechts. Sie ist links n und rechts /c-t*''i 

V^lches keinesw^ges' notbvrendig Eins und da$selbe 

' . «. . .. -^. ■ -, ■ ' 

itjt. Au9 den Gleichungen, wie sie. jetzt siiid, kann 
xnan für die ganz reeUt^n, oder für. die ganz ima- - ^ 
ginairen Theile derselben noch nichts 'weiter 
fti;di4eMen* 

t 

» 

'VII. Nun erwäge man- aber,, dass n und, > 
rnUkUrlicke Zahlen sind, die sich ändern kön- 
nen , ohne dass sich m > und y änderp , und die 
alsQ^, obgleich sie von einander abbäilgen. können, # 
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376 lUt tiÄ- 

EntwicheU von cos my und fin my 

weder tob m noch von 7 ab,hai(|^B, ao fol^ 'da«s. 
auch umgekehrt y nicht von . n und von /§ ab- 
h8n^ und dass man äl$o Jür di$ nmüktwt fyknh^ 
von n und ^ der GrfiMO y w$c^tdm% Werthe {«• 
ben kann. 

Vill. Man kann also s. B. auch für die nem- 
liehen Werthe von n und /<> — y statt -|-y aetsen« 
pieaea giebt» aua (ySS und 754.) weil in jedem Falle 
«o/(— y) SS coa (+y) ist, 

768« (co$my'^isinmi)icos2mnw^'imna'mnwy 

x^mitfoigj — ~-^<«wgt* I ^ — «*««« y *+•- J 
. Ar den Fall , wenn cor y positiv iat und 

SS jc«yrr«o,>»C2G»+n)+i>r+ ifdtm>(30«-|-n)-f I)r^ 

i-imran^/- ■ ; ^ ^aqgy*4- — ^ C ■ ■^rayyy*4-.«.J 

för den Fall, wenn casy negativ iat« 

IX. Man addire die beiden Gleichungen (76S 
und 768.} und die beiden Gleichungen (764 nnd 
759)« Da in jedem Paare von Gleichungen n und 
^ nur eine und dieselben und-^nur g/AA vra/a vtr<r 
sghiedene Werthe haben können , so sind 
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EntwicJtti* ^on cos my unä sifK^T* 

760. Icof smOc-f-'i)"' + » ^w Äm(^-|-n)«' ni|d 
. V<:QXm(20«-f-'0 + 0"'+< f/it m (20« -f-n 4-1)» 

gemeinschaftliche Facioren und man erhält ^ wentt 

• ■ - • . » ■ 

man die Summe 4ttrch 2 ^ividirt^ , . ' 

(in(m-i). , , rn{m.iKm-a)(fnr3) ' , . \ 

für den Fall, wenn cos y positiv ist und < 

762. ^ox m y (co>2 mnir -|-* tnii 2 mnir) 

c= Icoxj^l" \cios m (2C» + n) + 1> + iiai-mC2(m+n)+]i)«' J 

fUr den Fall, wenn cos y negativ ist. 

X* ^ Zieht man (7SÖ.) von (753.^ und (759.) 
von (764.) ab und dividirt die Reste durch fii, so 
erhält man . 

763. sb\mj{cos^mniF^inn2mnn) 

== 1^0' Jp Ccof2 m(^+ n) ir +,1 «1 A/n (^ -f" '*) O 

(^ . m(m — iVm — 2) . • \ 



m(m-i) . - j 7nfivi-i)(fn*«2Km*3) , ^ x 
- w««y* + — — 1^^"^ — rflngy^-..,.J 



fisr den Fall , wenn cps f poaitiv ist und* 
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Enttvic^el, von cos my Urtd sin my* 

764. «bimyCco/amn«- -f- iitrtamMii) 

sslwyff CO, in(aö»+ f») + -j+i/w-iCa C-+ »)+i>) 
/ m(in— i) fm— a) . -. 1 ^ 

xQniMney i 53— -^««fy^ +--J 

for den Fall» yfepn eoi y negativ ist 

XI* Nnn giebt es allemal eine ganze vZahl n, 
für welche 

sin dmnir =s Q 
ist' Diese Zahl ist ojm sei -was man wolle. Maa 
laiin abo allemal, wenn man n ^z o setst, wel- 
ches angeht, w^il h willkürlich ist, den imagi- 
nairen Theil der vier Gleichnngen (761^ 762, 76S 
und 764.) iinkerhand wegschaffen. 

Da aber mit a ss ö nicht a* nothwendig su* 
gjkiich verschwindet, sondern nur irgend eisen ie« 
Ainunten von ^ dfhänffgtn Werth haben m«ss, der 
durch f$ bezeichnet werden mag, 190 erhält man,, 
wenn man^nsso se^t, welches zugleich eo8.2mnjr 

V . . . t 

SS I giebt, yreü allemal (cos2mnify '^(sinamnw)^ 

Sb I :ist, 

765. cof j»y =x \cosy\^ (cos2mt^ » -|-i x/w2 w/»'») 

Für positive coj y 

766. co8fn^i=t\cosyr\co^m(^ +-i)jr + i///isii(a/i'+ 1)»^ 

(w{w-l) ^ - , w(w.i)(»»-Ci)(iw-5) , \ 
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Entudekeli von cos my und sin mj, 

-mr negative eotj^ 

• ■ . ' • ' ' ' 

'767» sinmj s^ |co^y|'*(coxfl«»/t'jr-{-i^«n2w-/jr) 
für po$itIve co^ y ond * • 



.« 



V 

für, negative co/ y. 

XIL Diese Gleichtm^eo «utbalteii nun aber 
sämmtUch liftlu ganz reeffe, jrechts hing^egeii Xum 
Thal im^ginaire GrSaBen. Da solche Gleibhangen 
nicht Statt' finden y weil Reelles nicht Imaginaireni' 
gleich 'sein kann, so kdiinen die Oleiohangen liber- 
hanpt nur mso fern bestellen,«//«» mögUch ist, dass anch; 
rechts der» unmögliche Theil verschwindet« Jpa^ die- 
i^er alsdann verschwinden müisse^ folgt, wie ge-> 
sagt^ aus den Gleichungen selbst, weil Reelles nur 
Reellem gleich sein kann. 

Die Gleichungen können also nur bestehen^ 
in so fern sin amfiln und m m{ßfi*\' \) Null sein 
hlanntn y' A^Bs heisst, in so fern eine ganze Zahlmüg-. 
li^h iist» für weiche^ wenn man sie statt f^ setst 
(denn nur eine ganze Zahl soll /m sein) i»n2mf^w 
i\nd xi/ifn(ay-f-0 Null sind. 
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Entwieheih von. cosmj UJtd sin my, 

Tür sin^mf^'w ist ditses immer mj^gÜch, denn 
,die gjBLuze Zahl o macht, für X ffesetfit, sinamf^^w 
gleich Null, was auch m sein ma^^, nicht aber im» 
mer filr sin m(j2f&'^t). ^ür /äi iv»(9/«'4*0 g^^^bt 
es, £• B. wenn m hraüonatj oder auch nnr ein Brach 
mit gradem Nenner ist, keine ganse Zahl^ fiir wel* 
che, dieselbe statt >' gesetzt t m(3/M'"f-^) ^^^ 
ganwZaU wäre, and für welche aUoibi«(9/ft'«f i) 
verschwände. 

XIII. Die beiden Gleichungen (76S und 767.) 
^ind also allgemdn für jedes beliebige m möglich, 
die Gleichungen (766 und 768.) aber nicht immer, 
>« B« nicht, wenn m irrational, transcendent etc., 
oder auch nur ein Bruch mit gradem Nenner ist» 
Man kann daher, wenigstens auf diesem W^e 
cos mj und iin «y f&r den Fall, wenn «os y ne^ 
gexw ist f . das heisst , y im i^weitan und dritten . 
Quadranten liegt, nicht entwickeln. 

Dagegen, wenn coj y positiv ist,' das heisst, wenn 
y im ersten und vierten Quadranten liegt , geben 
die Ausdnicke (766 und 767.) gans reelle Ent- 
.Wickelungen von cos my und sin mj. Dieselben 
aiad, 'weil, wie. gesagt, nothwendig sinam/^w 
gleich Null sein ni^ss pind folglich cos 2»f^wszt 
ist, 

769. cos mf = 
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Mntwicheli von cos my und sinmy, 

770. /in fny SS . .\ 

jcoxyl .{^mtangY •^«'iy* + — -J 

Velche Ausdrücke also ganz allgemein, für jede» 
beliebige, y im ersten und \ierten jQujidranten, und . 
für jedes beliebige m gelten. 

s XTV. Man darf in diese Gleichohgen nicht 
mehr y*|- an «r statt y setzen, weil dieselben rech- 
terhaofd nur einen Werth haben und also, wenn man 
y -4- nntr statt y setzte, linkerhand mehr Werthe 
entstehen würden, als rechts« D^r Bogen y kann ^ 
alsOy weil zugleich cqs y positiv sein ^ soll, nie 
grösser als fx und nie kleiner als — -|s- sein. Für 
grössere und kleinere Bogen gelten die Formeln ; 
(769 und 77 ol) nicht 

• 113. ' 

Es kommt noch darauf an, auch für Bogen y, 
welche- in den zweiten oder dritten Quadranten 
fallen , und für welche sich der reelle Theil der 
Gleichungen des vorigien Paragraphs Tcm demima- 
ginairen nicht sondern liess, die Ausdrücke von 
cos 9ny und sin my zu finden. '^ 

Dieses geschieht leicht, vtrena man den. An* 
fangs*Punct der Bogen verlegt. 

Man bezeichne nemlich irgend, einen Bo- 
gen zwischen |r Und i«- dessen Cosinus also 
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; von cos mj und Hn ihj. 



nei^ativ isti dnrcli «, <o iit nnfelilbar %—w 
eia Bo|;en , der s^ischen *- fr und -^ f «- 
liegt und für wekhea daher . die Ausdriicke (769 
und 770.} gelten. 

Man «etse also 
771. X— w SP y, BO da«8 x =s v «f- y, 

io ist 

» 

772. cos mz :sz cos mweosm j^-^siu m^ sinmjf 

773« smmz SS sbi mir cosmy^coimw mmy^ . 

Snbstitmrt man hierin 4,i^ Werthe von cos m^y und. 
nn my aus (769 und 770») so erhält« man'^ • 

* . \ 

774« cos mz ass • 
aumw |<!OJyr\i- /^ fflwgy'4- 2.5.4 ^^ J*-— J 

I . ■ 



-xmmsr 



776. xin mz ss 



smmw 



\cosyr.(i^ 



m(jn^i\^^ ^j w.,..(i»-3) 



-ffliijfy 



, w....(«-3X ^ A \ 



+ cos w»|coxy| .f m tongy-- ' ^^"^^ ^^^^ ^ '^ "•• J* 



Nun' tat 



>fOraua folgt 






laffjfy =a --imgz 



j,i4* 



^li 



383 



t - 



Mntwichßl* von cos mj und sinmy* 

und nveU eas y und ^ ^9 £Wär dem Zeichmi auch 
nECarschledeiiy aii absoluter Gröise aber gleich «ind, 

UfaH eriiSIt also, wenn man Dieses in (^4 und 
776.) substituirt^ und snglleich wieder y statt x 
schreibt» 

776« eosmy sss 
ißo*a»»|cojy| .( i**-----^rfln^y*+- 



+ sm fmr 



ico^r( 



mtangY--^ 



2.3.4 



it. 3 



rflrigy « + ....^ 



777. OTwy = 



j- I im/' «KW^i) 4 , «»—•(»-3) ^ N 



'^taugj^'f.,..^ 



'T cos mit 



|«)jyj"'r I» Uing y - — *""" - 



a.3 



welches die Ausdrücke für die Cosinus un'd Sinus, 
der Vielfachen Ton Winkeln y sind, die swischen 
jfW und i«- fallen. ' 
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114. 

Die Ausdrücke (769, 770, -776 und'777.) um- 
alle mögliche Fälle, denn sie geben die Co- 
slQiia: und Sinus, der Vielfachen jedes beliebigen 
Winkels» der kleiner als tiar fechte ist. Es ist 
bloss £u beobachten» dass man^ wenn WiükeL 



* ' 
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• ErUwickeL von cosnvf und sin my^ 

voi^ommeD^ Ai» f;r^mmr ünA als Tter Rechte, 8i> 
fiel mal vier rechte; davon absiehe ^ als mn-^ 

IKe Aludrü<^e haben aber noch, wenn man' 
nie bis an ihre Grenzen ausdehnt, den lAangel, 
> dass sie nicht immer conver^iren. Sobald nein- 
lieh tang y grösser als | ist, divergiren sif . Sie, 
convergiren nur, so lange tmg y kleiner als i ist, 
das heisit, so lange der Winkel 7, ffir ppsitixa 
C^sints, swischen -^l« und -f"!«*» ^uid für nega- 
tiye Cosinus, zwischen !«• und |ir SUt, de^n nur 
in diesem Falle, nehmen die Potestäten Von tang y 
immer fort ab, wie die Binomial-Coefficienten, die^ 
wenigstens von irgend einem Gliede an , so lange 
m positiv« ist, welches immer angenommen werden 
kann, weil co/ («-mj) == coxC-f-my) ist, allemal 
abnehmen. Es lasst $ich selbst seig^en^ da^s dio 

Factoren von \cosj\ in den vier Gleichungen (769, 
770, 776 und 777.) nie unendlich gross sein kön* 
nen, so lange tang 7 ^ i io. Denn man sietse, 
im äusserstep Falle, run^y s=: i, so ist coi yissVf ' 

und {co/ y|» = jJI* , welches nie verschwindet, so 
Jiange n^cht m unendlich gross ist* Da nun die 

— » » ' 

Froducte von |cox yp in ihre Factoren, Gr&ssen si^ia 
sollen, die nothwendig immer kleiner als ishid, 
nemlich die Grössen cos m y und sin «i 7 , so folgt, 
dass .besagte Factoren nie unendlich gross sein 
können« < 

Die 



/ » 



» 



/ • 



114. HL 385 

Entivickel, von cösmy und sin mj* 
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Die Converffcns der Reihen v für fox fx^y^, und 
I sin I» 7 ist ^eir» wie gesagt, durch die Bedingung 

' beschi^änkt^ dass lang j nicht grösser als \ sein solK 

II ■ 

/ Daraus folgt f dass die Reihen (769 und 770.) 

nur dann nutzbar sind , wenn 7 zwischen — iw 

uhd i^f oder, was dasselbe ist, zwischen J«rund 

J w. fallt und die Reihen (776 und 777O nur dann, 

wenn y zwischen |ir uiid |» liegt Es bleibt also 

noch ilbrig, für Bögen, welche zwischen |ir imd l^rj, 

und iswischen ^«- und ^w liegen, ^oavergirend^ 

Heihen zu finden. . ' ^ ^ 

Dieses kanii durch das nemliche lüittel ge«. 
schehen^ welches in ($« 112.) angewendet wurde. 

L Wenn man z, B« einen Bogen z hat^ der' 
zwischen f «* und |ir liegt, so setze man 

778. z 5= y + i'^- 

Alsdann ^st y nothwendig lein Bogen^ der zwischen 
— Jir und +J» fallt und für welchen also die 
Ausdrücke (769 und 770«) 9 nicht bloss gelten^ son- 
dern, auch allemal convergiren, 

Es ist aber, für » s= j -(- | ir, 

77g; cosmz SS eosmy cos^tnw — slnmy tin^m*^ 
780« mmz tss: cosmy sin^mn-'^smmycosimw» 

Setzt man hierin die Ausdrücke von cös mj 
und sbimy aus (769 und ^70^) so erhält man 

126] 
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EnttüicJiel* von coi nij und sin my^ 
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781» eosmz sc 

-ün|mar|tfOxy| .f m/fl^gy- ^^ ^ ^«^y* + — -J 

78». sifitnzjsz ^ 

-fcoy|m»|coy|".^m fang 7 * N ^ 3 ■"'^ <^>tf y * "f ***r 1 

. Nun i»t aü» « = y + !*•> y »s x-¥-|t und 
' folglich ; ^ 

783. cös 7 =: sinz und long y == —> cor is. 

Substituirt, man Dieses statt cos y und roi^ y in 
(781 und 782.) and schreibt zugleich wieder y 
statt z« so erhält man 

784. cos my t=s 

, ■ -1 . im/* mCm-i) ^ ^ , m.,..(iR-S) , . \ 
CO* Jm»|iiny| ^1 ^^ ' cot y* f — ^^X"^ «>» y*- •- ) 

. rv I . im Z' I7l(lll-l)(m-fl) , , • \ 

-xw|)ii«'txMfy| .( meoiy-^-^-; — ^^ — --coly* +*«..) 

785. ^iri my = 

tI- coflrriT |fwyr.(m cof y - "^'""J ;"".'^ f«y y »»f «...^ ,. 
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Entwickeh von e^os my' und sinmyK 

welcbes die Aaadrfioke fär «of my und /i^ my in 
den Fällen sind, wenn y z'WiBcben |r und \w 
fällt 

IL Bat man einien Sogen z^ welcher zwischen 

\w und J«r liegt,, so eeti&e man 

\ ■ . ' 

786. z SS y •+■ !«:• ' 

Alsdann iit y'nothwendig ein Bogen, welcher'zwi- 
0chen — 7«- und 4*7"* ^^'^^ ^^^ ^^'^ welchen also 
wieder die Ausdrücke (769 und 770.) nicht allein 

Igelten 9 sondern auch immer convergiren. 

k ■ ■ ■' 
•_ / 

Es ist aber, für « = y + |», 
787/ cosmz SS cox(ny«of f rrHr— xf/imyxmm«- 
1^ 788. dnmt ts cosmj sini'mit'^nnmycosimw. 

Setzt man hierin die Ausdrucke von eos my 
und tfn my aus (769 und 770.) so erhalt inali 

789. j^cox mz = 

cosimwlcosyrAi — ^^j-''tangy*+ ^^^ ' ^flngy^>.,,>J 

. . I m^ ni(m-i)(m-2i ^ • % 

^smitfl3t\cofy\ Amtmgy-'--^ — -~ -tangy^^...,j 

790. iill IKIS =s ^ 

4- <:o4mir|4wqr|'^.rio rong y-> ?^ /^ V^ä^ raiig y«.-. J * 
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Enliwickel. von cos m j und sin m y* 

Nun i8t, aus « es y -j- Jir, y css s ;— Jir, also 

791. co/y = — sin z und fang y s= — »cor z. 

\ 
$abjtituirt man Dieses statt co$ y und tang y ia 

'(TÄg.^'id 790*) und schreibt sugleich meder y 

statt £, so erhält man : 

792. eosmysa 
+ Jm4f»ir|xiny| .1 »cotyr-— -^--^ cotj* + «•• J 

j*«|w3r|/iViyr.f I - -f^ ^cot y* +^ )i^^cot y* - .... J 

^-coiJm5r|fwy| .f mcotf'^-^ ^ — *- cot y* +...•! 

welches' die Ausdrücke; für cos wy und ^in mjAn 
den Fällen sind, wenn y ' Zwischen j;tr '\ind. 7«' 
«Ut. 



115. 

Zusammen genommen sind diff Ausdrucke für 
die Cosinus und Sinus der Vielfachen ^iiiies gege-r 
benen Bogens y folgeAde. 1 



• < 
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115. lU, ß^ 

EntwicJieL von cos mj und sinmj* i 

JEirsüich, wenn y zwischen ^^t und ^w^ oder nvischen 

_|r und -j-l^r/fl/fr. . ^ 

79*. cos tnj == 

796. Sin my ^==i :\. . ' 



r 



Zsveitens , yftnn y zwischen J «• unif JV /ä/ft. 

796. cofwyxss / 

co/jw«r|jinyp.f 1-*--^ ^oty*+— i-:-^ — ^4 coty*-..*.V 

^sinim^lsinyr.(^mcoty^^!!^^ (704.) 



797. rin wy = , "^ 



/fri §»»ir l^inyrr 1 «^ -^^ <?ory» + ».5.4/ ^^^ ^-"V 

+ COX iwjr|«fi)r|j mcoty-^^ ~-r-*coty* + .... j (780.) 

Drittens^ wenn y' zwischen ^n- und ^wJäUu 

i 

k ■ . * ■ 

\ 798. cos fny zzz 

Ä^ mT Icojyp.f 1 -SJu_2ffln^ y *+ -^= — ?■ ..,- — — ;•— Ifliiffy*-.!.. ) 

+ xOTw«'|co/yj 4 mtangy^— ^ ■ ^ ' tangy^ + ..^ ) (776;)^ 



( 
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'EntwicJieL von £0s mj und sin fny. 

799» sin mj = 

iwi m»Jtt>yy| .( i — -^ — ifln^y'+ T^ — ^^ ^ •••' J 

-eosrnM\eOsj\ Amtangj^ ^<^ 'tangf^ +....J (777.) 

■ * ■ ' 800. CO/ j»y =5 

+ an |m* J^^wy !.( «• «>/ y - -^ — jj — ^01 y ^ + •.- J (792.) 

^ 8oi. an my sn 

iwjm» wiyr*.( i — ■■ ^c oiy*+ ■ \ / gQ^y^->.>. 1 
. V .. a 2.3.4 • y 

-cox Jm# I^myl .( f» cot y - -^ ^ — ' cp« y * + .♦.. 1 (793.) 

Diese Ausdrücke umfassen alla Fälle, und coiu 
vergiren immer ^ Kommen Winkel vor^ welche grpsser. 
^^ als Ctn-y ader grosser al& vier Rechte sind, so muss 
man vier Rechte so oft davon absiehen^ als es • 
angellt. fvLv den Rest passen dann, von den ohi- 
•^ 0en , die sugehörigen Ausdrücke imnier. 

, 116» • 

Wir geben, wie gesagt, die yorstefaendens^Be^ 
-merkungen üb^r die Berichtigung der Ent^ieke- 
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Vielfachheit d. Wert he t); Pötest. etc. 

' '. ' ' '■''.' 

! Innj^en der Winkel-Fanqtionen nur für einen Fer- 
such. Die Ausdrücke ($. io6, 106 und 107.) für 
beliebige Potestäte& der Cosinus and Sinns, oder ^ . 

für (2cqsyf^ und (srfny)"^ und in ($• ii5.) für ' die \ 
Co^ntifl und Sinus beliebiger Vielfacher gegebener 
^lYinkel, oder für eos my und m my, sämmtlich 
für ein gaüs beliebiges in , müssen aber so lange 
als die nchfigen gelten , bis man ihnen, oder ih- 
rer Herleitung, mit Gründtn Mängel nachweiset. 
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N Wir wollen ' sum Schlüsse noch kürzlich der 

Vervollständigung der Theorie der Potestät^ti er» 
wähneti» welche idie Winkel -Functionen an die 

.läand geben. 

Dass nemlich die gewöhnlichen Ausdrücke der 
Potestäten, Wie sie oben im ersten Abschnitte 
entwickelt worden.,^ in gewissem Betraphte unvoll- 
ständig* sind,* ist leicht £U sehen. Nach dem bt- 
' nomischen Lehrsatz^ s. B. soll , allgemein für je- 
des J», 

802. (. + xr = if„x+^^l>x•+2fc^^x^..^. 

Hat 



f^ielfachheit d, Werthc v. Polest, etp* 



'x- 



■ein. Ist nnn.aber m ein Brach, z. B. m = — ^. 



•o hat die Grösse (i +x) , v verschiedene Wer- 
the. In der Gleichung^ (802.} hat also der Theil 
linkerhand v verschiedene Wefthe, hingegen der 
Theil rechterliaad. wie man sieht t nur einen ein- 

\ ■ 

%,^ jen ; folgligh ist die <^ltichnng offenbar tinvoU- 

ständig und drttckt nur einen • einsig^en, von den 

' möglichen v verschiedenen Fällen aas« Dieses ](ana 

in der Analysis, wenn^man fernere Rechnungen 

• 

auf solche Ausdrücke grSndet» von Einflnss auf 
das Resultat sein^ und gelegentlich Zweifel ge- 
gen Resultate erregen, die, wenn sie vollständig 
wären, sich auch vollständig rechtfertigen lassen 
wfirden* 

Pie Theorie der Winkel-Functionen , ' welche 
recht eigentlich derjenige Theil der Analysis ist, 
der sich mit der Vielfachheit der Werthe einer 
Grösse beschäftigt , giebt das Mittel an die Hand^ 
die Potestäten . Ausdrücke zu vek-voUständigen. 



1 18* ^ 

Wir mussten, oben in ($. 101.) die vielfachen » 
Wuruer-Wcrthe von den absoluten Zahlen- Wer- 

then der Grössen unterscheiden. Dieses lässt sich 

• '. » 

auch hier anwenden« 



/ ' 



- 1' 



118. III. 393 

Vielfachheit d, Werthe v^Potest^-etc^ 

* 

' Hat man z. B« die PotestSt y^ der Groise u,. 

also die Grösse i? j so Tersteht man ge-wöhnlich^ 
obne ausdrücklich das Gegen tbeil £u sagen, tir^ 
« gentlicli unter dem Zeichen w nur die oben durch 
|ü|^ bezeichnete Grosse, nicht die Grösse (i^)^, das 

heisstj nur den absoluten Zahlen •Werth von i^% - 
nicht die sämmtlicheh verschiedenen Werthe dij-^ 
ser Grösse und auch die Entwickelungen g,eb^n 
jiur den absoluten Zahlen - Werth. I&t derselbe 

j 

N ' 

nicht reell, so kann nian überdem mit den £ttt^ 
wiekelungen in Verlegenheit kommen und auf 
B^esultate stössen, die unerklärlich scheinen« 

Will man dagegen die S(tmme/tc/ien verschiede-^ 

nen Werthe von ti? ausdrücken, so* mu^s ipan ' 

|M|^.{jhi)^ Statt ui^ schreiben. Alsdann erst ist die 
Gleichung (8o2.) vollständig und also eigentlich 
folgende: 

8o5. Ci+i»r=(±0*(i+mA-4.!!:i^ 

4 

Die Gleichung (a + 4)" = o" + « a"~'. i 
--}->--—— —a*"^. 5*... . ist vollständig folgende: 

804, (a+ir==(±o)^(.+V4+2fc^l^....) \ 

oder 

8p6. (a+*r=(±,)-|a|»fi:f«.*+!2:l±i>.*!....y 



i« 1 



394 s ' III« ; »19. 

ffUifacKheib a.. Wertkä v* Botest* etc* 

Qie«e* Gleichungen haben rechts nnd links gleich 

viel Werlhe. Den Werth der Grösse (±ir fi"- 
dei man, me oben, durch die Winliel- Functionen« 

£s ist also 

• . ■ > ■ '- ' 

806. (a-{''ij''^Q>{±2mnn)±lf(:±amnn)\af\ - 



oder 



007, Ca+Ar('K±(2ii+i)»n)+i7(±(«i+i)»n)|4r\ 

J> '' " • 

^flB nachdem a -f- fr positiv oder negativ ist« 



Für die Logarithmen erhält man aus 

808. tt^^s^yy + '/y (60Ä») 

wenn man y 4- 2 ^ n statt y setzt, 
f(v4*2nn) 

809. u*'^ =9>(y4-ann)+i/(;y4.a«|i)i 

und wenn man y = o setzt "" 



A^f »fanUche Wieise ' 

'' • , - 



» ■» 



\< 



/ 



/ ' ,^ 



ii9- in. m 

Vielfachfmit d: Werthe v. Potent» etci 

»A nufl iuf = |up.(+ 0^ «o Mt, liirton man nach 
'(8ic> und 8ii0 (±1/ = (o^"'^/ und (-i)^ = 

dtsglelchen eben so . » 

_ 8i3.(-«)y = (-u*+^^+'>Y 

^ \ 

£d ist also eigentlich, wenn ' 

8i4. (tt)' =z 
gesetzt wird, 

8i5. »z = y (i + 2nin) wenn u posit&T und 

816. r*z = y(^i + (aC/j+i)^rf) wenn zi negativ 
ist; also, nach' der Gleichung (202.) , ^ , 

' - > . 

vreaa u positiv ) und 

-, • ' ■ 

wenn u negativ ist. 

Die GröM« B i»t gleich — . (J. 96. ly.) 



\ - / 



"-, . . . ( 
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59^ m, 119. 

Vielfachheit d* Werbhe v. Pote^st, etc*^ 

Diese VerYOlUtändig;i]D^en der Ausdrücke sind 
. nothwendi^^ ^enn man analytische Recbnungea 
, «o genau ausdrücken will, als es angeht« 

Wir wuUen die. weitere Ausfuhrung einer 
anderen Gelegenheit vorbehalten. 



/ ( 
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Einige bemerkte y wesentliche Druckfehler. 



4^01^ 7« Zeüe 7, f;<)n pl^n leefc^ De£niti0n der stat^ Defixii- 

üonen in der. 

— 14. ^ 12/t;. 0. ifeÄt [/(% y), k] statt /[(«, y), &]. 
m^ 1^ .» 6. V. taiten steht wie y itaf* wie z. " 

— Sß« — 3. w. ». /<J^/* <i«* /^or^ ,ixnan*» Ar;i£:^r df^j# 

' i « »n<£ I» der folgenden Zeih fällt das Cpmmm 
/ " hinter dem W^ortß ^^Grösse^^ u^^jg'. v 

— 40. — 4* *'• "• '^*^* **^* '^^''^^ ^^* *"^ in der letzten 

Zeile, yx^ statt yxti 

^ 55« ^^ 9. t^* »• Jf^A^ z jfa^t 1. 

*~* 54* — is« 9» »• Vtffte jyUm indeiten y Weileshier^' 

;ftaM „Weil et indetten hier*'. 
»— 55* ^pZ^ <fai Ohichmgf ' Zeichen = am £nJf? <^i?r ij^ert 

Z0(/tf uon oben, am Ende der ißten Zeile 

stehen. ^ 

— 59. ZeUe 5^ V. u. steht B{y\-k^ statt BC3^ + it)+* 
^- 74. «^ 5, v. u. «^«&< Logarithme s^att I^ogarithilEieiu 

^- 84» — ii/v. II. eteht •\'xX\f + itaf^+fc Jf, +. 
*- 87* -^ 8« v. II, j^0A# da x statt aus 9c. 

— 98« "^ 10; 9* 0,. ^r^i^f nemlich k statt aemlich von k^ 

— 101, — 5. tf. II. *toÄt §. 19. statt §. 18. 
•w- 112« ^*- 7^ 17. 0* «fff^l loi. statt i6x* 

*— »39. — .8» ». o. steht fx — X statt fx — /»» 

-~ i47^ ^— 5. V. o. jt«A^, lönse i^nte könnte« 

— 16s. — 7. ». p* i£0/U tt Statt II. . 



— 162» — 6. V« ».Mf^eÄ^ Function ^rae^ Facultät. '. 

— 167. »— 7ttnif6f>. umsteht 4«T Grund «. Gleichung ifat^ 

den Grund •Gleichungen, 

•^ 170. -- 6. r. a. xfcA^ Ti + ü V ita^# Tj* + »^ J^. 
-. t70. - 4. r. II. jr/rÄ/«,+~ V+^ ftM A,+^y +^ 



t. . 






\ 



Seit» 175. Zw7f 7. v.u. iithtCu+k,+ny^ stait (u+k^'^x)^^ 

— 190. ^ 6. V. o. itehtX I , + k/^^ 3= ( I , + ) «I SUMU 

— 190. — 14. V. o. steht (i, + )x^ * it«« (1, + x)^^ \ 

— 198. — 13^ V. ö. fallt dat Wort „loUen" weg. 

— aöo. — 4. », 0. steht. jj{x + 3 «) #^«« 3^ -^ s ♦)• 

— ^•4i — la« ». o, st0ht (344.) «ach nur /^«tt (H^J nur» 
•— 205. '^ 7* ^* o, steht^welcht statt y^tlchtn. 

— 221- — 5. V. ul fehlt (u, + ij?^ hinter (u + Ife, + 1)^ =; 
f-^ Aa4« — a, t». «. Jö/i es. heissen ^^weil sich jjelo Fä- 

— as9. •- 8. iK o. steht FaeulUi: statt Fat^ltlten« 
. *-* 949« *- 14. V. «I. Steht iju-^Jk statt (u"^) ' , 

•** 052« in der unterste» Zeile Me^t (u, + k, ^ x) statt 

iu+k, + x/. - 

' ' y V 

— Ä5ß. ,Zeile 7. w. o. ^feht (u, + ly statt (1, + 1)-^ 
— * 276. — 10. V. u, steht BediBgnngen statt 3äti«. 

— 292. — a, «;. tt. /a//* das Comma hinter dem PVorf- 

»•LehrsAUei'^ weg» 

— 293. — 7, v, <). steht fx statt fk, , ' 

— ^ 323. — g. ». »• /#Ä/t am Ende deVZeile dieKtammery 
^^ 334*. *"* 6 «<*<^ 7* t^* o, steht identitoh, neznlich dersjel« 

. ^en Gröfsd (2Mi^) gleich sind and jta^t 
identitoh tini, tofmlich dietislbe 'GröBf» 



m 






/ V 



(2eosy) haben ^nd 
— 559* «t 4(^ untersten Z^ile steht fdso nur inim#r ^mf^ 

•Uo'innner. 
«^ 337* Zeile 6 l^ o. leeftl Fotestiten statt PoteslSC ^ 

i •' ■ . , ' ■ ' • ~ 
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